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Matematicka analiza Zbirka zadataka za vezbe 



PREDGOVOR 



Ova zbirka zadataka obuhvata gradivo koje je predvideno za vezbe iz predmeta 
matematicka analiza na elektrotehnickom, masinskom i informatickom odseku Vise tehnicke 
skole u Subotici. 

Na pocetku svakog poglavlja navedene su najbitnije definicije i teoreme bez dokaza, 
koje su potrebne za resavanje zadataka iz date oblasti. U svakom poglavlju mozete naci 
detaljno izradene zadatke koje cemo i na vezbama obraditi, i tu po potrebi dati dodatna 
objasnjenja. 

Na kraju svakog poglavlja mozete naci zadatke koji nisu izradeni, predlazu se za 
samostalnu vezbu. Ovi zadaci su birani iz poznatih zbirki zadataka iz matematicke analize 
(kao npr. Uscumlic-Milicic, Demidovic i drugi). 

Pojedine oblasti se nadovezuju jedan na drugi, zato predlazem da vezbate zadatke po 
utvrdenom redosledu. 

Ovu zbirku zadataka mozete koristiti za pripremanje pismenog dela ispita, ali gradivo 
usmenog ispita ovde nije u dovoljnoj meri obradeno. 

Nase dosadasnje iskustvo je pokazalo da studenti iz razlicitih srednjih skola stizu sa 
jako razlicitim predznanjem. Zato svim studentima, koji iz ove skripte ne mogu da prate 
gradivo predlazem, da jednostavnije zadatke uvezbaju iz neke srednjoskolske zbirke zadataka. 

Ovo je prvo izdanje na srpskom jeziku, izvinjavam se za greske koje su u njemu 
napravljene, rado cu ih ispraviti ako mi obratite paznju na njih. Unapred se zahvaljujem. 
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Matematicka analiza Brojni nizovi 

1. Brojni nizovi 

Definicija: Preslikavanje skupa prirodnih brojeva u skup realnih brojeva zovemo brojni niz. 
Nizje znaci preslikavanje a: N — > R. 

Obicno koristimo skraceno oznacavanje: 
a(l) = flj 
a(2) = a 2 

a(n) = a n 

flj ,a 2 ,a 3 ,... su clanovi niza, dok je a n opsti clan niza. 



Definicija: Niz \a n ) zovemo rastucim akoje a x < a 2 < a 3 < ...< a n < ...; 
a akoje a x > a 2 > a 3 > . . . > a n > . . . , tadaje niz opadajuci. 
Rastuce i opadajuce nizove zajednickim imenom nazivamo monotonim nizovima. 



Niz \a n ) je: - monotono rastuci ako je za V« e W : a n+l -a n >0 

- strogo monotono rastuci akoje za Vw e N : a n+l -a n > 

- monotono opadajuci akoje za Vn e N : a n+l - a n < 
-strogo monotono opadajuci akoje za Vn e N : a n+l -a n < 

Kod nizova sa pozitivnim clanovima mozemo koristiti i kriterijum kolicnika za odredivanje 

a 
monotonosti : - monotono rastuci, akoje za Vn e N : — — > 1 



- strogo monotono rastuci, ako je za VneW : — ^ > 1 



a n 

a 
a 

a „+i 



- monotono opadajuci, akoje za \fn e N : — — < 1 

a n 

a 
- strogo monotono opadajuci, ako je za Vn e N : — — < 1 . 



Definicija: Broj k je donja granica niza \a n } ako niz nema manjeg clana od broja k: k < a n . 
Broj Kje gornja granica niza \a n } ako niz nema veceg clana od broja K: a n < K . 

Definicija: Niz \a n ) je ogranicen, ako se moze zadati broj M takav daje \a n \< M . 



Brojni nizovi Matematicka analiza 

Definicija: Broj A je granica niza \a n ), ako za bilo koje pozitivnoe postoji prag indeks 
(prirodan broj n koji zavisi ods) takav, da za sve prirodne broj eve n>n , vazi 
daje \a n — A\ < s . 
Logickim simbolima napisano: 
(Vs > 0)(3w e N) \a n - A\ < s Vn>n ,neN . 



1. Primer: Odrediti opsti clan niza 1, — , — , — , — 

4 9 16 25 



Resenje: 1 = a l = a{\) = — 

1 ™ l 

- = a 2 = o(2) = — 

1 ^ l 

— = a, =a(3) = — r- 

9 3 2 



a„ =a(#i) = — 



2 3 4 5 
2. Primer: Odrediti opsti clan niza —, — ,—,— 

3 4 5 6 



Resenje: 



2 
3 


m 1 + 1 
= a, = a(l) = 

1 1 + 2 


3 
4 


= a, = a(2) = 

2 + 2 


a , 


n + \ 



n + 2 



5. Primer: Odrediti opsti clan niza — , — , — , — , — 

3 8 13 18 23 



Resenje: 



2 _ r+i 



3 




uy±j - 


5-1-2 


5 _ 
8~ 


a 2 = 


= a(2) = 


2 2 +l 
5-2-2 


10 
13 


= a 3 ■ 


= a(3) 


. 3 2+1 
5-3-2 


a : 


n 2 


+ 1 





" 5-w-2 
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n-\ 
4. Primer: Napisati prvih pet clanova niza a n = 



n + \ 



Reienje: „, =„<!) = 1=1-0 

a, = a(2) = = — 

2 + 1 3 

a, = a(3) = = — 

3 3 + 1 2 

a, = a(5) = = — 

5 5 + 13 

Trazeni niz ie znaci 0, — , — , — , — ,... 

3 2 5 3 



5. Primer: Napisati prva cetiri clana niza datog rekurzijom a n = 3a n _j +1 ako je a t = 2. 

Resenje: a l =2 

a 2 =3a l +1 = 3-2 + 1 = 7 

a 3 =3a 2 +1 = 3-7 + 1 = 22 

a 4 = 3a 3 + 1 = 3 • 22 + 1 = 67 
Trazeni niz je znaci 2,7,22,67,... . 



6. Primer: Ispitati monotonost niza a 



n+l 



Resenje: Ako koristimo kriterijum razlike, tada je : 

11 1 



(n + \f +\ n 2 +1 « 2 +2« + l + l n 2 +1 « 2 +2« + 2 « 2 +l 

« 2 +l-« 2 -2rc-2 _ -(2n + l) 

~(« 2 +2« + 2)(« 2 +l)~(« 2 +2« + 2)(« 2 +l) < 

jer je tie N , znaci da je niz strogo monotono opadajuci. Posto niz ima samo pozitivne 
clanove mozemo primeniti i kriterijum kolicnika: 
1 

a n+l _(n + \) 2 +\ n 2 +\ <{ 



1 n 2 +2n + 2 

n 2 +\ 
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jer je brojilac za svako n e N manji od imenioca. Znaci da i na osnovu kolicnickog 
kriterijuma mozemo konstatovati da je niz strogo monotono opadajuci. 



7. Primer: Ispitati monotonost niza a n = 



2n + l 



" 3n + 2 



Resenje: Primenimo kriterijum razlike: 

_ 2(n + \) + \ _2n + \ _2n + 3 _2n + \ _ (2n + 3)(3n + 2)-(2n + l)(3n + 5) 
a " +1 a "~3(n + l) + 2 3n + 2~ 3n + 5 3n + 2~ (3n + 5)(3n + 2) 



6n +4n + 9n + 6-6n -\0n-3n-5 



(3n + 5)(3n + 2) 



(3n + 5)(3n + 2) 



>0 



znaci da je posmatrani niz strogo monotono rastuci. 



8. Primer: Ispitati ogranicenost niza a n = 



n + l 



Resenje: Posto je 

n+l n 1 , 1 „ 

a n = = - + - = l + ->l, 

n n n n 

niz je ogranicen sa donje strane i donja granica (infimum) je k — 1 . Istovremeno je 

n+l n 1 , 1 

a n = = - + - = l + -<2, 

n n n n 

pa je niz ogranicen i sa gornje strane i gornja granica (supremum) je K = 2. 



5n 
9. Primer: Dokazati da je niz a n = konvergentan, i da je granica broj A = 5. 

n + l 



Resenje: Niz je konvergentan ako je (Vs > 0)(3n £ N) \a n - A\ < s Vn> n ,n e N. 
5n 



Konkretno: 



n + l 
5n-5n-5 



n + l 



< s \/n> n ,n e N 
< s \/n> n Q ,n e N 



n + l 

5 



<s 



< n + l 



\/n> n ,n e N 



Vn > n ,ne N 



n > 1 

s 



10 
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n Q > 



znaci za Vs > moze se odrediti prag indeks n > 1 za koji vazi, da svi clanovi niza koji 

8 

slede iza tog clana pripadaju (5-s,5 + s) okolini broja 5, odnosno broj 5 je granica 
posmatranog niza. 



1 "3 ^ i 1 

10. Primer: Pokazati da je broj A = — granica niza a n = — , i odrediti prag indeks 

' ' 5 5n -1 

pocev od kojeg svi clanovi niza pripadaju s = 10 3 okolini granice . 



Resenje: 



a n -A\<e 
3n 2 +1 3 



<10 



-3 



5#r-i 5 

\5n 2 +5-\5n 2 +3 



5(5« 2 -l) 



<10 



5(5n 2 -l) 



8 



<10 3 

1 



< 



5(5n 2 -\) 1000 
8000 



5n z -l> 



2 1601 
n > 



« > ^320,2 
n> 17,89 
n n >18 



znaci da pocev od a lg svi clanovi niza pripadaju s = 10 okolini broja — , a to ujedno znaci 

3 3 

da je niz konvergentan i da je granica broj — , odnosno da a n — > — ili drugacije pisano: 

lima,, = — . 



5 7 

//. Primer: Dati su nizovi a n = 3 + — i b n — —2 -\ — . Odrediti granicnu vrednost 

n " n 



lim(a n +b n ). 



n 
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Resenje: bm(a n + b n ) = lim a n + lim/3„ = lim 



«^0D H— ><X> fl— »0O 



3 + - 



+ lim 



■2 + - 



v 



«y 



5 7 

lim 3 + lim- + lim(- 2)+ lim- = 3 + 0-2 + = 1 



12. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim(a n • b n ) ako su a n = 5 + — i b„ = 8 + — - 

«->«, " n n 



Resenje: lim(a n -/3 n ) = lima„ • \imb n = lim 



«— >oo n— >co rt— >co 



5 + - 



lim 



8 + - 



5-8 = 40. 



13. Primer: Ispitati konvergenciju niza a n = 



77 



.« + 2 



n = 2k-\ 



, n = 2k 



Resenje: Moramo posebno ispitati kako se ponasaju clanovi niza sa parnim i sa neparnim 
indeksima. Ako je : 



n = 2/c-l => lima,, = lim— = lim = — = 



n—>o3 yi n— >co 



2k -I oo 



znaci da clanovi sa neparnim indeksima nagomilavaju se oko tacke 0. Ako je: 



n = 2k => lima„ = lim = lim = lim = 1 



n— >oo h— »oo 



n + 2 «^°° 2/c + 2 "-*» /c + 1 



znaci da se clanovi sa parnim indeksima nagomilavaju oko tacke 1 . Niz u ovom slucaju ima 
dve tacke nagomilavanja, i 1. U okolini obe tacke nagomilavanja niz ima beskonacno puno 
clanova, ali i van jedne okoline ima beskonacno puno clanova. U takvom slucaju granica niza 
ne postoji, znaci da je niz a n divergentan. 



14. Primer: Ispitati konvergenciju niza a n =3« + l, i b n =ln — \, a zatim konvergenciju 

niza — s -. 



Resenje: lima K = lim(3« + l) = 3-co + l = co znaci da je niz a n divergentan. 

limb n = lim(7n -l)=7-oo-l = co i niz b n je divergentan. 



n— »oo n— >co 



a a lima « 

Zbog divergency e ovih nizova granicu niza — - ne mozemo racunati kao lim— - = ^^ — 

b„ «->«> b„ lim/3„ 



,jer 



» 



izraz — nije odreden. U ovakvim slucajevima resenje mozemo odrediti na sledeci nacin: 

oo 



12 
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lim— - = lim = lim- 

n—tco A n—>co H fi — 1 n—>co 



1 



3 + - 



3 + - 
V nj_ 

O ^„ 1 7-0 7 



lim- 



n 



3 + 3 



7 
V nj 



7 — 
n 



jer se izraz moze skratiti sa n , i > , u slucaju kada n — > co . Rezultat pokazuje da je niz 

72 

— - konvergentan, i da je granica — . 

b. ' ' 7 



/5. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim 



. 2n+3n-4 



"^°° 3n -4n + \ 



, i odrediti konvergenciju niza. 



Resenje: lim 



. 2« 2 +3«-4 foo^ 



n^co 3^ _^ n + \ 



2 + 



3 4 



= lim- 



V n n J 



2 + 



v°°y 



4 1 



= lim- 



3__4_ 

72 72 z 



4 1 3 



V n n J 



n n 



Niz je konvergentan, clanovi konvergiraju ka broju 



. 2 



16. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim 



1-71 



"-^ n + 72 + 1 



, i odrediti konvergenciju niza. 



Resenje: lim 



1-71 



= lim - 

n ^°°77 2 +72+1 n ^=° 



f\ \ 



\n J 



72 + 1 + - 



V 



= lim— = — = 0. 

n ^°° 77 + 1 00 



nj 



Niz je konvergentan, clanovi konvergiraju ka broju 0. 



17 Primer: Izracunati granicnu vrednost lim , i ispitati konvergenciju niza. 

*-**> 2tz + 3 



D - • v 3 " 2 +577-1 ,. 

Resenje: lim = hm- 

"-* 2n + 3 "- >co 



Niz je divergentan. 



3n + 5 



nj 



( 3^ 
2 + - 



,. 3t7 + 5 3-co + 5 co 
= lim = = — = oo . 



18. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim , i odrediti konvergenciju 



„^cc 2n + 3 



niza. 



13 
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Resenje: lim = lim- 

"- >o ° 2n + 3 "-** 



. + i + -L + . 

K \ n n j 
7 V\ 



2 + - 

v «; 

Niz je konvergentan, clanovi konvergiraju broju 1 . 



VT+i = 2 =1 

2 2 



^ 1„2 



/9. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim 



3n z + n-2 
4n 2 +2n + 7 



, i odrediti konvergenciju 



niza. 



' ' 1 2^ 3 



Resenje: lim 



3n +n — 2 

y 4n 2 +2n + 7 j 



= lim 



3 + 
V n n" J 

' 2 7~^ 

4 + - + — 



= lim 



OV 



W 



27 
64 



V V nnj) 



Niz je konvergentan. 



2ft Primer: Izracunati granicnu vrednost limySn , ako znamo da za a>0vazi 

n— >co 

lim yfa = 1 i lim yn = 1 . 



Resenje: lim V^" = lim ^5 • V« = lim ^5 • lim n/n = 1 • 1 = 1 . 



n— >co n—>cc 



21. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim y6n + 5 

n— »c» 

Resenje: 6n<6n + 5<6n + n = 7n ako n — > co , 

tadaje V6n < \[(m + 5 < n 4ln 



znaci l 



lim ^6n < lim n 46n + 5 < lim V7« 



na osnovu prethodnog zadatka 

l<lmW6n + 6 <1 

odakle sledi daje 

lim^6#i + 6=l. 



22. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim(V« + 3 - 4n ) 



14 
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Resenje: limL/ft + 3 - 4n ) = limL/ft + 3 - 4n) . = = = lim 



n + 3-n 3 



Vft + 3 + V« B ^°° -Vft + 3 + Vn <*> 



0. 



25. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim(V n - 2 - v ft J 



+ Vn 2 



7 '— / \/(«-2) 2 +V^ :: 2) + 3 ^ 



lim 



n — 2 — n 



— V(»- 2 ) 2 +^ r 2) + 



V« 2 °° 



ft 



24. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim , ako znamo da je lim 



( 1 Y 

1 + - 

V n) 



-e. 



Resenje: 



lim 

n— >co 



' ft 



Vft + ly 



lim 



71 + 1-1 

ft + 1 



N« 



lim 



A" 



ft + 1 



lim 

n—>co 



1 + - 



\ -(«+l) 



(ft + l). 



= lim 



1 + 



v (n+1) ^M) 



(ft + l). 



= lim 



-(«+!)• 



1 + 



(ft + l). 



-(«+!) 



= lime 



lim— , r | 

= e- - ( " +l) = e" 1 = - 



25. Primer: Izracunati granicnu vrednost a lim 



'n + 2^' 



V2n + ly 



Resenje: U brojiocu i imeniocu opsteg clana niza koeficijenti uz ft nisu jednaki, pa prvo to 
moramo da postignemo, a zatim ponavljamo postupak koji smo primenili u prethodnom 
zadatku: 



lim 

n— >oo 



' ■•• ' ^ 2 " +1 f\ 2ft + 4^ 



ft + 2 
V2n + ly 



lim 

n— >co 



2 2ft + 1 



lim 

H— >W 



'lY" + Y2» + l + 3^ 



2«+l 



v^y 



2« + 1 



= lim 



C -i \ 2n+l f 



\^J 



1 + ^— 
V 2ft + ly 



= lim 



2«+l 



/ 1 V" +1 



v^y 



i + 



l 



2ft + 1 



3 ; 
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= lim 



i2b+1 



A 



2«+l A 3 



1 + 



1 



2/1 + 1 



lim 

n— >oo 



= -V=0 

oo 



26. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim/2 [ln(/2 + l)- ln/z] 



Resenje: Zadatak mozemo resiti ako primenimo osnovna pravila logaritmovanja, na sledeci 
nacin: 



lim«[ln(/2 + l)-ln«]= lim n In = lim n In 



'*A 



= lim In 



( 1 V 

1+- 

V n) 



= In lim 



( 1 V 

1+- 

V n) 



= lne = l 



ZADACI ZA VEZBU: 



/. Zadatak: Izracunati prvih pet clanova niza a 



n + 2 



" 2n 2 -3 



sin 



2. Zadatak: Izracunati prvih pet clanova niza a n = 



V 



rm 

2 



I! 



3. Zadatak: Odrediti opsti clan niza 1,—, 



' 4 S*. >- '* 



5 25 125 



4. Zadatak: Odrediti opsti clan niza 1, 



11111 
2'4'8'16'32' 



5. Zadatak: Ispitati monotonost niza a n 



2« + 3 



6. Zadatak: Ispitati monotonost niza a n = 



1 + /T 
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7. Zadatak: Ispitati ogranicenost niza a n — 

8. Zadatak: Ispitati ogranicenost niza a n = 



An-2 

n 2 +2 
n -3 



O i 1 o 

9. Zadatak: Pokazati da je granica niza a n = broj A = 2 , zatim naci prag indeks 

n - 6 

za 8 = 10 2 okolinu granice. 

n 2 -3 

10. Zadatak: Dokazati da je niz a n = divergentan. 

ft -3 

11. Zadatak: Dati su nizovi a = i b = . Izracunati granicne vrednosti 

" 7#i-6 " 3n-2 S 

lim(a„ ±b n ), lim(a„ -b n )i lim-*- . 

n->oo n— »ro n— >w /} 

/2. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim- j— . 



13. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim 



n + 1 3« 



y2n + l 6n + ly 



3 i AA ^ i 1 

14. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim 

»->■» 100ft 2 +9h + 1 

Vft 3 +2ft-l 



n + 2 



Vft 2 +ft 



/5. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim 

n— >cc 

16. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim 

«- >o ° 2ft + 3 

17. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost limU/ft + 3 - V« - 1 J • 

n— »oo 

18. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim(v 2ft + 1 - V2ft + 9 ) . 

19. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim yjn + ^n —yjn — v ft 
2ft Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim Vft + 1 . 
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21. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost Xim^lin + 8 . 



22. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim 



' n — \ x 



\n + \j 



23. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim 



'3/i -0" 



\ 3n j 



24. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim 



n + 2 

■\n + 3j 



25. Zadatak: Izracunati granicnu vrednost lim 



-yln + lj 



In 



Matematicka analiza Funkcije 



2. Funkcije 



U centra ispitivanja matematicke analize stoji funkcija. Pojam funkcije se razvio iz 
opstih principa uzrocnih zavisnosti. Pri ispitivanju zavisnosti izmectu nekih velicina nalazimo 
takve odnose, u kojima jednoj ili vise vrednosti neke velicine pripada odredena vrednost neke 
drage velicine. Tada ovu dragu velicinu nazivamo funkcijom prve ili prvih velicina. 

U funkcijskom odnosu velicinu koju biramo nazivamo nezavisnom promenljivom, dok 
velicinu koja se racuna nazivamo zavisnom promenljivom. 

U zavisnosti od toga da li je zavisna promenljiva funkcija samo jedne ili vise 
nezavisnih promenljivih razlikujemo funkcije jedne promenljive i funkcije vise promenljivih. 
Mi cemo se za sada zadrzati na funkcijama jedne realne promenljive i ispitivacemo njihove 
osobine. 

Funkcija se moze zadati na vise nacina, ali sa matematickog aspekta najvazniji nacin 
je zadavanje funkcije for mulom. Tada se zadaje veza y = f(x) koja sem zavisne promenljive 
y i nezavisne promenljive x moze da sadrzi samo neke brojeve. Ako zelimo da izracunamo 
one vrednosti funkcije y koje pripadaju vrednostima x = x nezavisne promenljive, tada u 

zadatu formulu umesto promenljive x uvrstavamo vrednost x . 

Nedostatak zadavanja funkcije formulom je u tome da nije dovoljno ocigledna. Zato se 
tradimo da ispitivanjem njenih osobina nacrtamo krivu ili grafik funkcije, koji ima bas tu 
prednost ociglednosti. 



Definicija: Grafik funkcije je skup onih tacaka u ravni, cije su apscise (x-kordinate) vrednosti 
nezavisne promenljive, a ordinate (y-kordinate) su odgovarajuce vrednosti zavisne 
promenljive. 



2.1. Oblast definisanosti funkcije 



Definicija: Funkcija y = f(x) je definisana u tacki x Q ako za x postoji vrednost funkcije, a 
ako se za x ne moze izracunati vrednost funkcije tada kazemo da funkcija nije 
definisana u tacki x . 

Definicija: Skup svih tacaka u kojima je funkcija y = f(x) definisana naziva se oblast 
definisanosti (ili domen) funkcije i oznacava se sa D f . 

Definicija: Skup svih mogucih vrednosti zavisne promenljive y koji pripadaju svim mogucim 
vrednostima nezavisne promenljive iz oblasti definisanosti, naziva se skup 
vrednosti (ili kodomen) funkcije i oznacava se sa CD f . 
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27. Primer: Odrediti oblast definisanosti funkcije fix) 



3 , n 
X +1 



x - 5x + 6 



Resenje: Imenilac racionalne funkcije ne sme biti nula, zato: 

fix) 



x 3 +1 



(jc-2)(jc-3) 



D f : x-2^0 =^> x*2 
x-3^0 =^> x*3 



D f =R\ (2,3/ je oblast definisanosti funkcije. 



28. Primer: Odrediti oblast definisanosti funkcije f{x) = V* + 1 - V3 - x + e x . 

Resenje: Iracionalna funkcija sa parnim korenom je definisana samo za nenegativne vrednosti 
pod korenom, a kod eksponencijalne funkcije izlozilac treba da bude definisan, zato: 



D f : 


x + l>0 




3-x>0 




x*0 


D f : 


x>-\ 




x<3 




x*0 



D f : x € [- 1,0) u (0,3] je oblast definisanosti funkcije. 



29. Primer: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = 



ln(l-*) ' 

Resenje: Logaritamska funkcija je definisana samo za pozitivne argumente, zato: 

D f : x + 1 > 

1-jc>0 

ln(l-*)*0 

D f : x>-\ 
x<\ 
1-x^l => x*Q 

D f :xe [-l,0)u(0,l) je oblast definisanosti funkcije. 
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30. Primer: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = arcsin(3 + 2 X ) . 

Resenje: Funkcije arcsin x i arccosx su definisane u zatvorenom intervalu [-l,l],zato: 
D f : -1<3 + 2 X <1 



/ 



- 4 < 2 X < -2 sto je nemoguce , jer 2 X > za svako xgR 



D f :xe0 , funkcija nije definisana ni za jednu vrednost promenljive x. 



r 



31. Primer: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = In 



arcsin - 



v 



x + 2 
5 -x 



Resenje: Ako uzmemo u obzir oblasti definisanosti svih elementarnih funkcija koji su 
sastavni delovi date slozene funkcije, tada je: 



D f : 


5-x^0 




-i< I+2 <i 

5 -x 




• x + 2 n 
arcsin > 

5 -x 


D f : 


x^5 




-i< x+2 <i 

5 -x 




o< I+2 <1 

5 -x 


D f : 


x^5 




0< X + 2 <! 

5 -x 


D f : 






X+ K* 



5-x 



Z),:xe(-2,5) 



A 



x + 2 

5-x 

x + 2 



<1 



1<0 



5-x 

x+2-5+x 

5-x 
2x-3 



<0 



5-x 



<0 



D f =D x c\D 2 



D f : x e 



v- 2 <5 



D 2 :jce 



/ 




3] 




-co 


— 


V 




2j 



u 



(5,co) 



je oblast definisanosti funkcije. 
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ZADACI ZA VEZBU: 



X 

26. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije fix) = 



27. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije fix) 



x 1 +\ 

x + 1 
x~^l ' 



28. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije fix) = Vx 2 + x + 5 . 

29. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = vx 2 -2 . 

30. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = ln(x 2 +l] . 

31. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = ln(x 2 - 5x + 4 J 

32. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = \jx + \ . 

33. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = Vcos3x . 

2x 



34. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = arccos 



1 + JC 



x-4 



35. Zadatak: Odrediti oblast definisanosti funkcije f(x) = Jin h V4 - 3 

V x + 2 



x-x 2 



2.2. Parnost i neparnost funkcije 

Definicija: Funkcija y = f(x) jeparna ako za Vx e D f vazi daje f(-x) = f(x) . 
Grafik parne funkcije je simetrican u odnosu na j-osu. 

Definicija: Funkcija y = f(x) je neparna ako za Vx e D f vazi daje f(-x) = —fix) . 
Grafik neparne funkcije je simetrican u odnosu na kordinatni pocetak. 
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3 
32. Primer: Ispitati parnost konstantne funkcije f(x) = — . 

Resenje: Da bismo utvrdili parnost ili neparnost neke funkcije, treba da ispitamo f(-x) . U 
ovomslucajuje: 

/(-*) = | = /(*) 
u svakoj tacki x oblasti definisanosti, a to znaci da je funkcija: 

fix) = - 

2 

parna funkcija. 



33. Primer: Ispitati parnost polinomne funkcije f(x) = x 5 - 5x 3 + x . 

Resenje: Takode ispitujemo f(-x) : 

/(-x) = (-x) 5 -5(-x) 3 +(-x) 

f(-x) = -x 5 +5x -x 

f(-x) = -(x 5 -5x 3 +xj 

f{-x) = -f{x) 
za svaku tacku x oblasti definisanosti, a to znaci da je funkcija : 

fix) = x 5 -5x + x 
neparna. 

34. Primer: Ispitati parnost logaritamske funkcije f(x) = lnx . 

Resenje: Logaritamska funkcija f(x) = lnx definisana je za vrednosti x > 0, zato : 

/(-x) = ln(-x) 
nije ni definisano, naime za x > sledi - x < , a logaritam negativnih brojeva nije definisan. 
To znaci da funkcija: 

/(x) = lnx 
nije ni parna ni neparna . 

35. Primer: Ispitati parnost eksponencijalne funkcije f(x) = —\a x +a ~j . 
Resenje: fi~x) = - (a ~ x + a x ) 

f{-x) = f{x) 
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u svakoj tacki oblasti definisanosti, a to znaci da je funkcija: 

parna. 

36. Primer: Ispitati parnost iracionalne funkcije f(x) = \J(x - 1) + \j(x + 1) . 

Resenje: f(-x) = \/(-x-l) 2 + ^{-x + lf 



f(-x) = SJ{x + l) 2 +Sj{x-l) 2 
f(-x) = f(x) 
u svakoj tacki oblasti definisanosti, a to znaci da je funkcija: 

f(x) = \l(x-if+^(x + lf 
parna. 

37. Primer: Ispitati parnost logaritamske funkcije f(x) = log a (x + vx 2 + 1 
Resenje: f(-x) = log fl ( - x + yj(- xf + 1 J 



/(-*) = log fl 
/HO = log a 



Vx 2 +1 +x 
x 2 +l-x 2 



Vx 2 +1 +x 

1 



Vx 2 + 1 + X 
/(-*) = log fl 1 - log a (Vx 2 + 1 + x) 
/(-x) = 0-log fl (Vx T 7T + x) 
/(-x) = -log a (x + Vx 2 +l) 

u svakoj tacki oblasti definisanosti, a to znaci da je funkcija: 
/(x) = log a (x + Vx 2 +l) 

neparna. 
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ZADACI ZA VEZBU: 



36. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



37. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



38. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



39. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



40. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



41. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



42. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



43. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



44. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



45. Zadatak: Ispitati parnost funkcije / 



x) = e x +e x . 



x —x 



\ x 

x) = a -a 



x) = x + - 



x) = x -Ax 



x) = 



10* 



1 + x 2 



c) = i\ 



+ x + x 2 —\l — x + x 2 



x) = ln 



1 + x 
l^x 



x) = 2 X . 

x) = sin(x 5 -x 3 +1) 
' 6 > 



x) = cos 



V x 4 +4y 



2.3. Periodicnost funkcije 



Definicija: Funkcija y = f(x) je periodicna ako postoji pozitivan realan broj co takav, da za 
svaku tacku x oblasti definisanosti vazif(x + (o)-f(x). Svaki broj co koji 
zadovoljava ovaj uslov je period funkcije y = fix), dokje najmanji takav broj co 
osnovni period. 



. x 



38. Primer: Ispitati periodicnost funkcije fix) = sin— , zatim odrediti osnovni period. 
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Resenje: f(x) = sin— = sin 



~\ 



+ 2kn 



k gZ jer je funkcija sinx periodicna po 2% . Ako je 



J 



funkcija fix) = sin— periodicna, onda mora da postoji broj co takav, da je: 
/(* + ©) = /(*) 



sin 



x + co . (x 
= sin — + 

3 {3 



2kn 



X CO X _, 

- + — = — + 2kn 
3 3 3 



co 



2kn 



co = 6kn je pozitivan broj za k e Z + , znaci da je funkcija: 

/(x) = sin- 
periodicna po co = 6kn . Osnovni period se dobija za k - 1 , u ovom slucaju co = 671 . 



3x-2 
39. Primer: Ispitati periodicnost funkcije f(x) = cos , i odrediti osnovni period. 



3x-2 
Resenje: f(x) = cos = cos 



/3 ^ +2fet A 



/(x + co) = /(x) 

3(x + co ) - 2 
cos^ = cos 



3x-2 



+ 2kn 



3x + 3co - 2 3x - 2 



+ 2kn 



3co 



= 2kn 



co 



co - 



lOfet 

3 

IOtt; 



je period, a osnovni period je : 



40. Primer: Ispitati periodicnost funkcije f(x) = 1 + cos— x, i odrediti osnovni period. 



n 



Resenje: f(x) = 1 + cos — x = 1 + cos 



-X + 2A7T 



/(x + co) = /(x) 
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1 + cos — (x + co ) = 1 + COS 



A 



- x + 2kn 



) 



cos 



—x-\ — CO 

2 2 



n 



co = 2kn 



= cos 



— x + 2kn 

V2 J 



co = 4A: je period, a osnovni period je: 



co =4. 



4/. Primer: Ispitati period funkcije f(x) = cos 2 x, zatim odrediti osnovni period. 

_ „ . _, . . .., .,. ? l + cos2x . , , 

Resenje: Pnmenom trigonometry skog identiteta cos x- zamenimom kvadratnu 

trigonometry sku funkciju sa linearnom: 

r , . 2 l + cos2x 11 _ 11 /_ „, \ 
fix) = cos x = = — + — cos2x = — + — cos(2x + 2k;7t; ) 

2 2 2 2 2 v ' 

/(x + co) = /(x) 

— + — cos 2(x + co ) = — + — cos(2x + 2kn ) 
2 2 v ; 2 2 v ; 

cos(2x + 2co ) = cos(2x + 2kn ) 

2co = 2kn 

co = kn je period, a osnovni period je : 

co =n . 



42. Primer: Ispitati periodicnost funkcije f(x) = sin Vx . 
Resenje: f(x) = sin Vx = sin^vx + 2kn J 



/(x + co) = /(x) 



iU/x + 2kn j 



sin-v/x + co = sm( 

vx + co = v x + 2Ati 

x + co = x + 4kn Vx + 4A: 2 7r 2 

co = 4bz Vx + 4k 2 n 2 & const. 

posto dobijeno co sadrzi x , znaci da ne postoji pozitivna konstanta co za koje je 
f(x + co ) = f(x) , a to znaci da funkcija f(x) = sin vx nije periodicna. 
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ZADACI ZA VEZBU: 



3x + l 
46. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f(x) = sin 



2 1 

47. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f{x) = — + — sin4x 

48. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f(x) = — sin V2x 



49. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f(x) = cos 



v2 + 6y 



50. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f(x) = cos 2 (3x) 

51. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f(x) = 10sin3x , 

52. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f(x) = sin 2 x . 

53. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti co za funkciju f{x) = 2sin2x + 3cos2x . 

3x 

54. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f(x) = tan — . 

55. Zadatak: Ispitati periodicnost i odrediti osnovni period funkcije f(x) = Vtanx . 



2.4. Inverzna funkcija 



Definicija: A ko je funkcija y = f(x) bijekivna (zavisnost izmedu promenljivih x i y je takva, 
da zadavanje bilo koje promenljive jednoznac.no odreduje drugu), tada pod 
njenom inverznom funkcijom podrazumevamo onu funkciju y = f (x) , cija je 
oblast definisanosti skup vrednosti funkcije f(x), i ako je f(x )-y tada je 
f (yo) = x o za svaku tacku x oblasti definisanosti, odnosno inverzna funkcija 
funkcije f(x) je takva funkcija f~ (x) za koju vazi daje: 
f ' \f( x )) = x Hi f ' iy) - x , i ako je f : D f — > CD f tadaje f~ l : CD f — > D f . 
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Iz same definicije sledi da kod funkcije / i njene inverzne funkcije / _1 menjaju ulogu 
nezavisna i zavisna promenljiva (x i y ), oblast definisanosti i skup vrednosti (D f i CD f ). 

Kod odredivanja inverzne funkcije iskoristicemo tacno ovu osobinu. 



43. Primer: Za funkciju f(x) = x + \ odrediti inverznu funkciju f l (x), i oblast 
definisanosti inverzne funkcije D , . 

Resenje: f : y = x + \ 

kod inverzne funkcije menjaju ulogu nezavisna i zavisna promenljiva, 

f~ l :x = y + l 
iz ove formule treba izraziti zavisnu promenljivu y funkcije f~ x , 

f- 1 :y = x-\ 
pa je trazena inverzna funkcija 

f-\x) = x-\ 
a oblast definisanosti ove funkcije je D . :x e R . 



44. Primer: Za funkciju /(x) = ln— odrediti inverznu funkciju f l {x), i oblast 
definisanosti inverzne funkcije D , . 

X 

Resenje: f :j = ln— 

/ 1 :x = ln^ 

2 
y = 2e x 
f-\x) = 2e* 
je trazena inverzna funkcija, a oblast definisanosti ove funkcije je D , : x e R. 



45. Primer: Odrediti inverznu funkciju za /(x) = Vx 2 + 1 , a zatim oblast definisanosti 
dobijene inverzne funkcije. 

Resenje: f : y = \Jx 2 + 1 

f- l :x = \fy T V\ 

3 2,i 

X =J +1 

2 3 i 

_y =x -1 

j = ±Vx 3 -l 
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f-\x) = ±4x^\ 

je trazena inverzna funkcija, a oblast definisanosti ove funkcije je: 

D fl :x 3 -l>0 

{x-l)(x 2 +x + l)>0 

jc-1>0 

x>\ 

D , :xe[l,+co). 



¥6. Primer: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 

f{x) = arctg3x . 

Resenje: f : y = arctg3x 

f~ x : x = arctg3.y 
tgx = 3j 

v^tgx 

/- 1 (x) = ^tgx 

( K K\ 

je trazena inverzna funkcija, a oblast definisanosti ove funkcije je D , : x e - — ,— . 

V 2 2 J 



COSX 1 

g — 1 

47. Primer: Odrediti inverznu funkciju za f (x) = i oblast definisanosti dobijene 

inverzne funkcije. 

e cosx -1 
Resenje: f : y 



2 + e cosx 
./- : -v - 



, e cos ^-l 



2 + e cos> ' 
x(2 + e cos> ') = e cos; '-l 
xe "»y- e "»y =-\-2x 
e cosy (\-x) = \ + 2x 
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cos y 



l + 2x 



cos y = In 



1-x 

l + 2x 



y = arccos 



1-x 

' l + 2x^ 
ln- 



V 



1-x 



/ ' (x) = arccos 



In 



l + 2x 
1-x 



je trazena inverzna funkcija, a oblast definisanosti je: 



D , :l-x*0 



>0 



l + 2x 
1-x 



-l<lnl±^<l 
1-x 



D , : x * 1 

1 + 2 *>o 



1-x 



1 l + 2x 

-< <e 

<? 1-x 



; e 1-x 



l + 2x 1 

> - A 

1-x e 



l + 2x 1 



>0 



1-x e 



e + lex - 1 + x 



'(1-x) 



>0 



l + 2x 


e 


1-x 




l + 2x 


e<0 


1-x 




l + 2x- 


e + ex 



1-x 



<0 



(2e + l)x + e - 1 
e(l-x) 



>0 



(2 + e)x + \-e 



1-x 



<0 






2e + l 



x e 



-oo 



e-1 

2 + e 



u 



(l,+°°) 



oblast definisanosti inverzne funkcije je presek ovih oblasti, D , : x s 



1-e e-1 

2e + l ' 2 + <? 
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ZADACI ZA VEZBU: 

56. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 

f(x) = 2x + 3. 

57. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 

f(x) = x 2 -\. 

58. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 

f{x) = \l\-x\ 

59. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 

/(x) = log— — • 

60. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 

f(x) = cosx-sinx + 1. 

61. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 



/ 



/(*) = ln 



arcsin - 



x 



V 



x + 1 



62. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 



f(x) = 2 arctan 



' x + \^ 
In 

V x-\j 



63. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 

e x (2cosj/-l) = 2sin y-\. 

64. Zadatak: Odrediti inverznu funkciju i oblast definisanosti inverzne funkcije za 

2e v sinj; + 2cosj = e v -1. 
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2.5. Granicna vrednost i neprekidnost funkcije 



Definicija: Funkcija y = f(x) ima granicnu vrednost A u tacki a , ako za svaki niz tacaka 
koji x — > a i x ^ a , vazi da f(x) -> A , i to obelezavamo na sledeci nacin: 
lim/(x) = A . 

x— >a 

Definicija: Ako je x < a i x — > a tada po dogovoru kazemo da x — > a - , a broj 
lim f(x) = f(a - 0) zovemo: leva granicna vrednost funkcije f(x) u tacki a. 

x— >a-0 

Definicija: Ako je x > a i x — > a tada po dogovoru kazemo da x — > a + , a broj 
lim f(x) - f(a + 0) zovemo: desna granicna vrednost funkcije f(x) u tacki a. 

x— >a+0 

Definicija: Funkcija y = f(x) je neprekidna u tacki a , ako u toj tacki postoje leva i desna 
granicna vrednost, i ako su one jednake sa vrednoscu funkcije u toj 
tacki: lim f(x) = f(a) = lim f(x) odnosno f(a - 0) = f(a) = f(a + 0) . 

x— >a-0 x—>a+0 



Prilikom izracunavanja granicne vrednosti funkcije u nekoj tacki a cesto dobijamo neodreden 
izraz. U ovakvim slucajevima pomocu razlicitih algebraskih transformacija oslobadamo se od 
neodredenosti u izrazu. Neodredeni izrazi se mogu pojaviti u sedam razlicitih oblika, koje 
mozemo uvrstiti u tri grupe. 



Neodredeni izrazi: 


1. 


oo 
oo 










2. 


0-oo 


, co- 


-oo 




3. 


r , 


0° , 


oo° 



P(x) 

Ako racunamo granicnu vrednost oblika lim i P(a) = Q(a) = 0, tada imamo 

*^ a Q(x) 

neodreden izraz oblika — , koji treba skratiti sa binomom x-a. 





x 3 -1 
48. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim- 



^x 3 -2x + \ 

„ „ . ,. x 3 -l ,. (x-l)(x 2 +x + l) ,. (x 2 +x + l) 1 + 1 + 1 3 „ 

Resenie: hm^ = lim-) f+-^ { = lim-}— \ = = - = 3 

*^x'-2x + \ ^(x-\)(x 2 +x-l) ^(x 2 +x-\) 1 + 1-1 1 
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49. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim 



x - 5x + 6 



x^x' -2x -x + 2 



x — 5x + 6 



(x-2)(x-3) 



x-3 2-3 



Resenje: lim— ^ ^" — = lim-^ — \ J Y\ "\ = lim- , 

*^x' -2x 2 -x + 2 ^2( x _2)(x 2 -l) ^j 2 -l 4-1 



1_ 
3 



5ft Primer: Izracunati granicnu vrednost lim 



. x 2 -10x + 25 



-5 x -25 



Resenje: lim 



x 2 -10x + 25 



= lim 



(x-5f 



= lim ^ = A = 



25 *^(x-5)(x + 5) ^s x + 5 io 



P(x) oo 

Granicne vrednosti oblika lim najcesce su neodredeni izrazi oblika — , koje 

x_>co Q( x ) °° 

resavamo tako da izvlacimo pred zagradu iskartimo sa najvecim stepenom promenljive x. 



51. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim - 

*-*» 2x -x + 12 



Resenje: lim 



. 3x -2x + 5x-3 



2x -x + 12 



lim- 



'25 3^ 
V xx x J 

\ 1 12^ 

V x x y 



^ 2 5 3 

lim — ^ ^~ 

^oo 1 12 

x x 



3 

2 



2 5 

skratili smo izraz sa x , i kada x — > oo , tada > , — — > itd. 

x x 



52. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim 



3x -2* + 10 

5x 2 -x-1 



Resenje: lim 



3x -2x + 10 
5x 2 -x-l 



2 10 



= lim- 



3x — + 
V x x~ J 



~ 2 10 

3x — + — r- - 

T T ,• 3X CO 

= lim f — ^— = lim — = — = oo 

1 1 | x->» 1 1 «■>= 5 5 



^ x x y 



X X 



4x + 5 
55. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim— 

*- >0 ° x + 2x + 1 
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Resenje: lim 



4x + 5 



lim- 

MCD x 1 +2x + \ MCO 



4 + 5 - 

V xj 



x + 2 + - 
v *J 



4 + - 
lim £■ 



x + 2 + — 
x 



4 4 
- = lim = - = 

1 x->cc ^ _|_ 2 00 



Granicne vrednosti neodredenog oblika kod iracionalnih izraza najcesce mozemo 
resavati racionalizacijom brojilaca Hi imenilaca. 



54. Primer: Izracunati granicnu vrednost limU/9x 2 +1 -3x1. 

„ . . ,. ( L 2 1 . \ ,- Inn — 7 „ W9x 2 +l+3x ,. 9x 2 +l-9x 2 
Resenje: hmU/9x + 1 - 3x l= limk/9x + 1 - 3x) . = = hm = 

W9x 2 +l+3x *-*" V9x 2 + 1 + 3x 

= lim l = = — = . 

x ^V9x 2 +l+3x °° 



55. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim- 



x^O x 



„ „ . ,. Vl + x - 1 ,. VTTx-l Vl + * + 1 ,. l + x-l ,. x 

Resenje: hm = hm — = hm / ^ = — t = hm-f 1 = — t 

'■*> x **> x Vl + x+l ^°x(Vl + x+lj ^°x(yi + x+l) 



lim 



l 



l l 



°VT+^+i i + i 2 ' 



56. Primer: Izracunati granicnu vrednost hm 



^/l - tgx - Vl + tgx 



sin2x 



„ . jj - tgx - jj + tgx _ jj - tgx - Vl + tgx ^/l - tgx + ^/l + tgx 

sin2x ^ n sin2x ^/l - tgx + ^/l + tgx 



= lim l - tgx - 1 - tgx = -2tgx 

X_MI 2 sin x cos x^/l - tgx + ^/l + tgxj x ^ 71 2 sin x cos x^/l - tgx + ^/l + tgxj 



sinx 
cosx 



lim 

X - Mc sinxcosxL/l - tgx + 



lim 



(^/l-tgx+Vl + tgx) ^ cos 2 x( i yi-tgx + A /l + tgx) 



■ l 



l 



(-l) 2 (l + l)- 2 
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Kod racunanja granicnih vrednosti trigonometrijskih funkcija najcesce mozemo 



„..,,. ,. ,. sinx , . ,. sinAx , 
resiti zadatak pnmenom osnovnog hmesa hm = 1 i hm = 1 

x^° x *->° kx 



sin 3x 
57. Primer: Izracunati granicnu vrednost Hm 



_ „ . ,. sin3x ,. sin3x . . . . 
Resenje: hm = hm 3 = 1-3 = 3 . 

x^O x x^O 2x 



58. Primer: Izracunati granicnu vrednost hm 



1-cosx 



x->0 



Resenje: hm — = hm 



1 • 2 

2 sin 



. X . X 

, sin— sin— 1 t 



x 



x^o 2 x 



x 2 

2 



tux — sin x 
59. Primer: Izracunati granicnu vrednost hm 

x^O s [ n x 



sinx 



/ 



sinx 



Resenje: lim ^ f n * = lim ™^- = lim 

x ^° sin x x ^° sin x 



sinx 



1 



1 



vcosx J 
sin 3 x 



= lim 



1-cosx x 



x ^°cosxsin 2 x x 2 



1 1-cosx x 1 1-cosx ,. x 
= hm — = hm hm hm 

x ^°cosx x sin x x ^° cosx x ^° x 



osin 2 x 1 2 2 



6ft Primer: Izracunati granicnu vrednost lim 

x->±0 jjf 



„ „ . ,. Vl-cos2x ,. VI- 
Resenje: hm = hm — 

x->±0 y x->±0 



cos 2 x + sin 2 x ,. V2sin 2 x ,. r- Isinxl 
= lim = hm V2 • J 

X X— »±0 v x— »±0 v 



i— sinx x i— 
V2 • lim • \-\ = v2 • lim 



sinx 



^ = V2 • 1 • lim U 

x ^ ±0 x 



X 

2 • lim — 

X-»+0 Y 



/2 • lim i-i- 

x->-0 x 



V2 • 1 k x^+0 
V2-(-l) Aa x^-0 



V2 Aa x -> +0 
- v 2 Aa x — > -0 
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Kod granicnih vrednosti u kojima se i u osnovi i u izloziocu pojavljuje promenljiva 



x, i izrazje neodreden oblika V , primenjujemo osnovni limes lim 



' P 



1 + 
°V xj 

e = 2,718 281 828 459 045... iracionalna konstanta, Neperov (Hi Ojlerov) broj. 



= e,gdeje broj 



61. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim 



^2x + 2 v 



-V 2x + 1 j 



Resenje: lim 



2x + 2 
V 2x + 1 j 



V 



lim 

X— »CC 



2x + 1 + 1 
2x + l 



\ x 



lim 

X— >CC 



1 + 



1 



V 



2x + l 



lim 

X— >CO 



1 + 



1 



V 



2x + l 



2x+l 
2x+l 



r i Y 2x+1> ^ 

lim 1 H = lim 

x-*»^ 2x + \) x "><° 



fi + -L-l 



2x+\ 



\ime lx+x 

x— >co 



lira 



urn — i — 



62. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim(l + tgx) cts * . 



x->0 



Resenje: lim(l + tg.x) ctsx = lim 



ctgx 



1 + 



ctgx 



CtgX = t 

x->0 

t ~^CO 



lim 

t— »co 



v O 



63. Primer: Izracunati granicnu vrednost lim — -. 

*■** x 



Resenje: lim — = lim 

x— >0 % x— >0 



-ln(l + x) 



lim 

x->0 



ln(l + x)j 



In 



lim(l + x) 



x->0 







1 
— = f 


1 




X 


X 


= 


x->0 






t — >CO 



= ln 



lim 



l + i 

V t) 



= lne = l 



64. Primer: Odrediti vrednost konstante A tako, da funkcija f(x) = 



bude neprekidna. 



1-x , x < 
v4 , x = 

\ + x , x> 



Resenje: Funkcija 1-x 2 (parabola) je neprekidna za vrednosti x< 0, isto tako je funkcija 
1 + x (prava) neprekidna za vrednosti x>0. Da bi data funkcija f(x) bila neprekidna, 
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vrednost funkcije u x = treba definisati tako da ona bude neprekidna i u tacki spajanja, 
odnosno treba da je: 

lim/(x) = /(0)=lim/(x) 



znaci 



x->-0 



lim(l-x 2 )= A = lim(l + x) 



x->-0 

l = A = l 



fix) 



x->+0 

1-x 2 , x<0 
1 , x=0 . 

l+x , x> 



65. Primer: Odrediti vrednost parametra A, tako, da funkcija f(x) = 

bude neprekidna. 

Resenje: Slicno resavanju prethodnog zadatka: 
lim/(x) = /(0)=lim/(x) 

x-»-0 x-»+0 

lim(x + A) = e~° + 1 = lim(e x +l) 

+ ^=1 + 1 = 1 + 1 
A = 2 = 2 
znaci funkcija /(x) je neprekidna ako je X = 2 , odnosno 



/w 



x + 2 



x>0 
x<0 



\e~ x +\ , x>0 
\ x + A, , x < 



66. Primer: Odrediti vrednost parametra A tako da je funkcija f(x) = 

neprekidna. 

Resenje: lim f(x) = /(2) = lim f(x) 

x->2-0 x->2+0 



x 2 -4 



lim 
»->2-o x-2 



= A = lim 



; 2 -4 



x^2+0 X -2 



lim (x-2)( X + 2) = A=[im ( X -2)( X + 2) 

»2-« x-2 ^ 2 +o x-2 



lim (x + 2) =,4= lim (x + 2) 



x->2-0 x->2+0 

4 = A = 4 
znaci da je funkcija f(x) neprekidna za A — A, odnosno 



x 



2 4 



x-2 



x*2 
x = 2 



/(*) = 



x-2 
4 



x*2 
x = 2 
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ZADACI ZA VEZBU: 



65. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



X->1 



(l-xf 



66. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim(5x 3 -6x 2 + x-5j 



x->2 



67. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



. 4x -lx-2 



2 3x z -4x-4 



65. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



x 2 -9 
3 x 2 -x-6 



69. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



4 + 2x-x z 

2x 2 -x 



70. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost limU/x 2 +1 -\x 2 -1 

Y *0O * 



71. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost limU/x 2 + 1 - x 

V — *0O * 



[7~ 2~_i 

72. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



x — \l X 

73. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim — ■= 



74. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim . 

*-* Vl + x-1 



75. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 

x^±0 x 



\x\-x 
76. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim — 

x->±0 x 



sinx 



77. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim f(x) za funkciju f(x) 



, x>0 



x + 1 , x<0 



sin Sx 
78. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 

x^O x 
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79. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



sin3x 
sin 2x 



80. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 

x^O x 



n -* rw i i^~vi i • a . »v i i • x tan x sin x 
57. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 

x->0 x 



52. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



sinx-3x z 



*->° sin x 



55. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



, ynx 

1 + - 



54. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



1 + 



x-1 



J V *-v 



55. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



'* + 5V 



- V x-3y 



56. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



^3x-4^ 

J V.3x + 2y 



87. Zadatak: Odrediti garnicnu vrednost lim 



V X Vl-Xy 



55. Zadatak: Odrediti vrednost parametra A tako da funkcija 

\ ^sinx 
(2-xj- 



/« 



3 X ' bude neprekidna. 

A ' , x=0 



59. Zadatak: Odrediti vrednost parametra A tako da funkcija 

, sin5x 



fix) 



A 



x*0 
x = 



bude neprekidna. 



90. Zadatak: Odrediti vrednost parametra A tako da funkcija 

I 2 t \sinx 
(x 2 +l) 



fix)- 



x ^ 
x bude neprekidna. 

A , x = 
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3. Diferencijalni racun 

3.1. Izvod i diferencijal funkcije 



cty 
Definicija: Diferencijalni kolicnik ( Hi prvi izvod ) y' — — funkcije y = f(x) u tacki x 

dx 

je granicna vrednost kolicnika — kada Ax — > , odnosno: 

Ax 

y' = f'(x )=lun^=lun f(X » +Ax) - fiX ° ) . 



Definicija: Ako je funkcija y = f\x) diferencijabilna u tacki x , tadaprava sa koeficijentom 
pravca y'(x Q ) koja prolazi kroz tacku (x ,y ) je tangenta funkcije y - f(x) u 
tacki x . Jednacina tangente je: y-y = y'{x Q )-{x-x ) . 



Prema tome geometrijsko znacenje prvog izvoda je: prvi izvod funkcije u tacki x je 
koeficijent pravca tangente povucene na krivu u tacki x . 

Nalazenje diferencijalnog kolicnika (prvog izvoda) zovemo diferenciranjem. 



dv 
Definicija: Ako je funkcija y = f(x) diferencijabilna, tadaje f'{x) = — , a odavde se dobija 

dx 
prvi diferencijal funkcije: dy = f'(x)dx. 



Pravila diferenciranja 

Ako je c konstanta, u -u(x) i v = v(x) su diferencijabilne funkcije, tada vaze sledeca 
pravila diferenciranja: 



c-u 



1. (c-u) =< 

2. (w±v) —u' + v' 

3. ( M ' v ) -u'-v + u-v' 



U^ 



\v) 



uv — uv 

v 2 
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Izvod slozene funkcije 



y 



Ako su y = f(u) i u = g(x) diferencijabilne funkcije, tada izvod slozene funkcije 

dy dy du 



= /(«) = f(g(x)) dobija se po formuli: y = f'(g(x)) ■ g'{x) = y' u -u' x ili 



dx du dx 



Tablica izvoda elementarnih funkcija 



r 

1. (const) = 

2. (x)'=l 

3. (x")' 



nx 



2vx 

5. (sinx) = cosx 

6. (cosx) = -sinx 



7. 


M = 2 

COS X 


8 


(ctgz) =- 


1 




sin 2 x 


9 


(arcsinx) 


1 




Vl-x 2 


10 


(arccos) 


1 




Vl-x 2 


11 


(arctgx) 


1 

1 + x 2 

1 



(W < i) 



X < 



') 



1 + x 2 



13. 
14. 
15. 

16. 

17. 
18. 
19. 

20. 

21. 

22. 

23. 
24. 



a x ) =a l lna 



lnx) = 



!og a x) 



1 !og fl e 



xlna 



r 

shx) = chx 
chx) = shx 
thx) = 



ch 2 x 



r 

cthx) 



Arshx) 



Archr) 



r 

Arthx) = 



sh x 



Vi 



+ x 



Vx^T 



l-x 2 



(M>i) 



(Ixl < l) 



Arcthx) = — (IjcI > l) 

x -1 
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67. Primer: Po definiciji naci prvi izvod funkcije y = x 2 + 1 . 

„ „ . , ,. fix + Ax) - f ix) ,. (x + Axf +\-x 2 -1 ,. x 2 + 2xAx + Ax 2 - x 2 
Resenje: y = hm — — ^—^ = hm -^ '- = hm ■ 



Ax ^-° Ax Ax - >0 Ax Ax - >0 Ax 



= Hm — = lim(2x + Ax) = 2x . 

Ax->0 Ax Ax->0 

prvi izvod funkcije y = x 2 + 1 je znaci y' = 2x . 



68. Primer: Po definiciji naci prvi izvod funkcije y = vx + 2 . 

„ „ . , ,. V* + Ax + 2-V* + 2 ,. Vx + Ax + 2-V* + 2 Vx + Ax + 2+V* + 2 

Resenje: y = hm = hm . = . 

" " a»->o Ax *r-x> Ax Vx + Ax + 2+Vx + 2 

x + Ax + 2-x-2 _ Ax _ 

^o Ax(Vx + Ax + 2 + y[x + 2) ^° Ax(Vx + Ax + 2+Jx + l) 

= lim 1 = 1 1 

Ax ^° Vx + Ax + 2 + Vx + 2 Vx + 2 + Vx + 2 2Vx + 2 ' 



69. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = x 7 . 

Resenje: Primenom tablice izvoda elementarnih funkcija i pravila diferenciranja, dobicemo da 

je: y' = lx b . 



70. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = V x . 

1 
Resenje: y = vx = x^ 

1 i-i 1 - 2 1 

_y =— x =— x 



3 3 3\/x 2 



2 
71. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = 



2 -- 

Resenje: y = — == = 2x 4 

iI7 



( 3\ — 1 3 - z 



X 4 = _- x 4 = 



v t; 



4/..7 T..4/..3 



2vx 2xVx 



72. Prime: Naci prvi izvod funkcije y = \\%lx . 
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Resenje: y = ^\Mx = y/x = x 



1 --i 1 -- 1 

y' = — x 36 = — x ib = == 

36 36 3 6 ^ 



73. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = vx(5x - x 3 ). 

Resenje: y = -\/x [5 x - x 3 ) 



y 



= — -j={5x - x i )+ yfx\5 -3x 2 ) = 



5x-x +10x-6x 15x-7x 



2yJX ' ' ' 2VX 2yjx 

15 i- 7 



2 



x — x 2 vx . 



2x 2 + 3x 
74. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = . 

Ax -6 

„ „ 2x +3x m 
Reseme: y = = — 

4x-6 v 

, _ (4x + 3)(4x-6)-(2x 2 +3x)4 _ 16x 2 -24x + 12x-18-8x 2 -12x 



y 



(4x-6) 2 (4x-6) 2 

8x 2 -24x-18 _ 2(4x 2 -12x-9) 
(4x-6) 2 ~ (4x-6) 2 



75. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = 2sinx-3cosx. 
Resenje: y' = 2 cos x - 3(- sin x) = 2 cos x + 3 sin x . 



76. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = vx • sin x . 

Resenje: y ' = — -7= sinx + vxcosx . 

2Vx 



77. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = (3x + 7) . 

Resenje: Funkcija y = (3x + 7) je slozena funkcija, na osnovu pravila diferenciranja slozene 
funkcije dobijamo: y ' = 2 (3x + 7) • (3x + 7) =2 (3x + 7)3 = 6 (3x + 7) . 



78. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = sin v 5x 

Resenje: y' = cos V5x — -= ■ 5 = -j= — 

2V5x 2v5x 
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79. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = tg(sin5x). 



Resenje: y' 



cos 



(sin5x) 



■cos5x-5 



5cos5x 



cos 



(sin5x) 



80. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = 5e x -3e 2x . 
Resenje: y' = 5e x - 3e 2x ■ 2 = 5e x - 6e 2x . 



1 



81. Primer: Naci prvi izvod funkcije _y = a x + — a x + a x . 

Resenje: y' = a x lna + — aT x lna ■(—!)+ a lx lna -2 = lna 



1 , A 

X - 1 " -X , r\ ZX 

a a +2a 

2 j 



82. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = 3 



i 

x + l 



f 1 A J 



Resenje: y = 3 x+1 • In 3 



1 



v* + ly 



_ -3 x+l 



3 X+1 -ln3- 



0-1 



ln3 



(x + l) 2 (x + l) 2 



•3 



x+l 



83. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = e e . 
Resenje: y = e -\e I = e e -2 = 2e e 



54. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = sine x . 

Resenje: j' = cose x \e x ) =cose x -e x -2x = 2xe x cose" 



85. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = 51nx + 31n2x 

„.. ,,1,1,538 
Resenje: y =5 1-3 2 = — + — = — . 

A. Z*2\. \ yi JC 



86. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = ln(3x + 4). 

1 3 

Resenje: y' = ^ ■ 3 = ■ 



(3x + 4) 3x + 4 



87. Primer: Naci prvi izvod i prvi diferencijal funkcije y = ln(sin 2 x). 

1 ' 2 

Resenje: y' = — • 2 • sin x • (sin x) = — cos x = 2ctgx 

sin x sinx 

je prvi izvod funkcije, dok je dy = Ictgxdx prvi diferencijal. 
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88. Primer: Naci prvi izvod i diferncijal funkcije y = log(2x + 3). 
Resenje: y' = -^ ^ • (lx + 3) 



dy = 



(2x + 3)lnl0 

2 
(2x + 3)lnl0 



(2x + 3)lnl0 ' 



dx . 



89. Primer: Naci prvi izvod i diferencijal funkcije y = e x ln2x 



Resenje: 



1 



y' = e Zx ■2-ln2x + e IX — -2 = e 

2x 



2x 



2 In 2x + — 

x) 



dy = e 



2.x 



2 In 2x + 



v 



1 

x) 



dx 



90. Primer: Naci prvi izvod i diferencijal funkcije y = e 
Resenje: _y = e x+nx = <? x • e n x = <? x -2x = 2xe x 

y' = 2(e 2x +xe 2x -2)=2e 2x {\ + 2x) , 

dy = 2e 2x (l + 2x)dx . 



2x+ln2x 



91. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = x x . 

Resenje: y = x x , nepoznata se nalazi i u osnovi i u izloziocu, zato logaritmujemo izraz: 

\ny = \nx x 

d 



\ny = xlnx 



/- 



dx 



1 > 1 ! 1 

—j = lnx + x- — = lnx + l 

_y x 

j/ = j/(lnx + l) 
j/ = x x (lnx + l) . 



92. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = (5 - 2x) x . 

Resenje: y = (5 - 2x) x 

In j = xln(5 -2x) 

Iy = ln(5-2x) + x-i— -(-2) 
y 5 -2x 

2x 



J =J 



ln(5-2x)- 



5-2x 



y 



' = {5-2xy 



ln(5-2x)- 



2x 



5-2x 



93. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = [6-x 2 ) 
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Resenje: y = [6 - x 2 J 

In y = x 2 ln(6-x 2 ) 

-/ = 2xln(6-x 2 )+x 2 — ^-(-2x) 

6-x 



y 



y=y 



2xln(6-x 2 )- 



2x 3 



6-x 



y ' = [e-x 2 Y 2xln(6-x 2 ) 



2x 3 



6-x 2 



94. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = x cosx . 

Resenje: In y = cos i In i 

1 , . , 1 

— j = -sinx-lnx + cosx- — 

_y x 

1 



J =J 



sin x • In x + cos x ■ 



t cosx 

y =x 



cosx 



V x 



X 

sin x • In x 



95. Primer: Naci prvi izvod funkcije y = (ln2x) 3v . 
Resenje: Iny = 3x 2 ln(ln2x) 

— j/ = 6x-ln(ln2x) + 3x 2 2 



y 



y =y 



In 2x 2x 



6x In (in 2x) - 



3x 



A 



ln2x 



y ' = (in 2x) x 6x In (in 2x) H 

V \n2xj 



ZADACI ZA VEZBU: 



91. Zadatak: Po definiciji naci prvi izvod funkcije y = x 2 +x + 2. 

92. Zadatak: Po definiciji naci prvi izvod funkcije y = v3x-4 . 



93. Zadatak: Naci prvi izvod funkcije y = 



94. Zadatak: Naci prvi izvod funkcije y 



x + 1 

VX + 2 j 
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95. Zadatak: Naci prvi izvod funkcije y = V3x 2 + 5x - 6 . 

96. Zadatak: Naci prvi izvod funkcije y = In (cos x- sin 2 2x). 

97. Zadatak: Naci prvi izvod funkcije y = x smx . 

98. Zadatak: Naci prvi izvod funkcije y = {-Jx J • 

e x 

99. Zadatak: Naci prvi izvod i diferencijal funkcije y = — . 

x 

100. Zadatak: Naci prvi izvod i diferencijal funkcije y = arcsin— 

x 



3.2. Izvodi viseg reda 



Definicija: Ako je prvi izvod funkcije y = f(x) jos jednom diferencijabilan, tada se dobija 
drugi izvod i drugi diferencijal funkcije y = f(x). Slicno se dobija treci, cetvrti,... 
itd. izvod. 



Izvode viseg reda obelezavamo sa : 

i ii in U) (5) («) 

y , y ,y ,y y >,y K >,...,y K ' 
ili 

rl rll rill Aa) Ai) An) 

odnosno 

dy d y d y d y d 5 y d n y 

dx dx 2 <fx 3 dx A dx 5 dx" 



96. Primer: Odrediti izvode viseg reda za funkciju y = lnx , 

Resenje: y' = — = x~ x 

x 

n 1 -2 — l 
y =-\-x 



x- 



y =2-x = , 



_2 



(4) r -4 _ 6 

y K ' = -6x = — - 
y x 4 



y (n) 



/ ^-1 (^-1) 
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97. Primer: Odrediti izvode viseg reda funkcije y = sinx. 
Resenje.\ y = sin x 



y = cosx = sin 
y" = -sinx = sin 



x + — 
V 2y 



'x + 2^ 
v 2y 



y = -cosx = sin 



(4) 

y y ' = sinx = sin 



( ** 

i x + 3 — 
I 2 


) 


x + 4 — 

I 2y 





y (n) = sin 



n 
x + n — 

2 



\ 



98. Primer: Odrediti izvode viseg reda funkcije y = e 3+4v . 

Resenje: y = e 3+4x 

y' = e 3+4x -4 = 4-e 3+4x 

y " = 4-e i+4x -4 = \6-e i+4x =4 2 -e i+4x 

y '" = 16 ■ e 3+4x ■ 4 = 64 • e U4x = 4 3 • e 3+4x 



in) An 3+4x 

y K ' -4 -e 



ZADACI ZA VEZBU: 



101. Zadatak: Odrediti izvode viseg reda funkcije y = cosx. 



102. Zadatak: Odrediti izvode viseg reda funkcije y = sin5x . 

103. Zadatak: Odrediti izvode viseg reda funkcije y = Vx . 



104. Zadatak: Odrediti izvode viseg reda funkcije y = a" 



105. Zadatak: Odrediti izvode viseg reda funkcije y = x" 
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3.3. Lopitalovo pravilo 



Lopitalovo pravilo omogucuje lakse izracunavanje granicnih vrednosti neodredenog 

oblika — i — . 

oo 



Teorema: Neka su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne u okolini tacke x = a i neka je 
lim/(x) = limg(x) = Hi lim/(x) = limg(x) = co . Akoje u toj okolini g(x) ^ 

x— >a x—>a x—>a x—>a 

f'(x) 
i g'{x) ^ i granicna vrednost lim postoji ( Hi je ±oo ), tada i granicna 

r i- f( X ) ■■/■!■■ , i • - r • i- f( X ) i- /'(*) 

vrednost lim postoji (ihje ±co ), i vazi daje: hm = hm . 

x ^ a g(x) x->a g( x ) H« g\x) 



In* 

99. Primer: Naci granicnu vrednost lim — — 

x^x-2 



Resenje: lim 



x 
2 



In- ^ 



2 x-2 



2 1 

,• x2 ,• 1 1 
= hm " '•— 



v^y 



x->2 j 



lim- 

*->2 x 2 



/Oft Primer: Naci granicnu vrednost lim 



lnx 2 



-i3(x-l) 
1 



Resenje: lim 



lnx 2 



*^3(x-l) 



= lim — 



2x 



vOy 



,,222 

= lim — = = — 

»-» 3 «-»i 3x 3-1 3 



sin x 
/W. Primer: Naci granicnu vrednost lim 

*-*> x 



„ „ . ,. sinx 
Resenje: lim 



^ 



v^y 



cosx 
lim = cos = 1 



/02. Primer: Naci granicnu vrednost lim 

*->° x 



_ „ . ,. arctgx 
Resenje: lim — 

x->0 x 



^n\ 



v^y 



1 
i im i±zi = J_ = i 

*-x> 1 1 + 



5 X -T 
103. Primer: Naci granicnu vrednost lim 

x^O x 
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x qj 



Resenje: lim 



5 x -7 



x->0 x 



fn\ 



v^y 



5 x ln5-7 x ln7 



= lim 

x->0 [ 



= ln5-ln7 = ln- 



tg7x 



104. Primer: Naci granicnu vrednost lim 

x->0 x 



1 



Resenje: lim— — 

x^O x 



/rA 



VVJ 



•7 



= lim cos27x =- = 7 

x^O 1 1 



,. X 



/05. Primer: Naci granicnu vrednost lim — . 

*-x» 2 X 



x 2 ''' - A 
Resenje: lim — 

*->»2 x 



oo 

V COy 



= lim- 

^»2 x ln2 



2x foo^ ,.2 2 



= lim 



v°°y 



*^2 x (ln2) 2 oo 



= — = 



In x 
106. Primer: Naci granicnu vrednost lim 



1 



Resenje: lim 



lnx fco A 



1 



V GOy 



li m A = ^ = o . 

*->*> 1 oo 



107. Primer: Naci granicnu vrednost lim—- . 

X— »CO X 



Resenje: lim- 



^ 



v°°y 



r^\ 



e 


1 oo N 


e 


oo 




- lim — = 


— 


= lim — 


= — 


= oo . 


x ^°°2x 


V C0y 


x->co 2 


2 





In x 
/0& Primer: Naci granicnu vrednost lim 

- m0 ctgx 



Resenje: 



1 



,. lnx 

lim = 

• v ^° ctgx 


V COy 


= lim — ^— = 

x->0 —1 


,. sin 2 x 
-lim = 

*-*> X 


-lim sin x 

x->0 


sinx 


X 


sin 2 x 








= -lim sin. 

x->0 


x-\-- 


= -sinO = . 
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Ispitivanje neodredenih izraza tipa • oo : akoje \imf(x) = i limg(x) = +co, tada 

x—>a x—>a 

ispitivanje granicne vrednosti lim[/(x)g(x)] treba svesti na jedan od sledeca dva oblika: 

x—>a 

fix) ... ,. e(x) , .. , , ... . ... oo 

hm^- — ill lim- 5 - — koji su vec odgovarajuci tipovi — ill — . 

x->a 1 x->a 1 00 



g(x) 



fix) 



109. Primer: Odrediti granicnu vrednost lim 2xh\x 

x->+0 



21nx 



Resenje: lim 2x In x = (0 • oo) = lim — - 

x->+0 x-»+0 1 



^ 



V C0y 



2 I 

lim^f 

x->+0 — 1 



-2 lim x = -2 ■ = 

x-»+0 



//ft Primer: Odrediti granicnu vrednost Iim5xctg3x . 



Resenje: lim 5xctg3x = (0 • oo) = lim 



5x 
°tg3x 



^ 



V COy 



= lim- 



>o 1 



cos 3x 



•3 



5 

3 



///. Primer: Odrediti granicnu vrednost limxe x . 



Resenje: limxe x = (oo • 0) = lim — = 



x 



fc\\ 



yvj 



l l 



= lim— = — = . 



Ako je lim/(x) = limg(x) = +co, tada je granicna vrednost lim[/(x) - g(x)] 

x—>a x—>a x^a 

neodreden izraz oblika co - co ; moze se izracunati ako se svede na granicnu vrednost oblika 
11 

,. g(x) f(x) , ... , , . , . 

lim— — ^ , kojije vec odgovarajuceg tipa — . 

v->a 1 ' 

f(x)g(x) 



112. Primer: Odrediti granicnu vrednost lim 



X->1 



1 _ 1 

In x x-\ 
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Resenje: lim 



1 1 



lim- 



l \\nx x-l 

x-l 

x 



= (co - co) = lim 



. x-l-lnx 



(x-l)ln; 



fn\ 



\vj 



1 



1 



= lim * 

x-»l / \ 1 

Mnx + (x-lJ- 



lim- 



x-1 



>i xlnx + x-1 ^xlnx + x-1 



f(\\ 



\vj 



lim 

x->l 



lim- 



1 1 



, 1 , 1 *-n lnx + 2 2 

lnx + x — + 1 



//3. Primer: Odrediti granicnu vrednost lim 

x->0 



1 1 



Resenje: lim 

x^O 



VSinx x^ 



1 O , x ,. x-sinx ro^ 



Vsinx x^ 



= (oo - oo ) = lim 



= lim 



sinx 



- M ° xsinx 



= lim- 



\vj 



sinx 



x->° cosx + (cos x- xsinx) x ^° 2cosx-xsinx 2 



1-cosx fO^ 
= lim = — 

x ^° sin x + x cos x vOy 

-°-o. 



/!¥. Primer: Odrediti granicnu vrednost lim 



Vx 



2 1 ^ 

2 -l JC-1, 



Resenje: 



lim 

x->l 



Vx 



■1 x-l 



= (oo — oo j = lim — ,,rri — 



1 



lim- 

x->l 



X ,. -1 

— = lim — = 

- 1 *->i 2x 



2 



Granicne vrednosti neodredenog oblika eksponencijalnog tipa l°°,co°,0 prvo 
logaritmujemo, aposle resavamo granicnu vrednost tipa • oo . 



115. Primer: Odrediti granicnu vrednost lim x s 



Resenje: 



1 • sin x 

hmx 

x-»+0 



(0°)=lim 



x—>+0 



y 



gdeje 

koju funkciju logaritmujemo 
na osnovu pravila logaritmovanja 
a granicna vrednost ovog izraza je 

1 
lim (in v) = In I lim y I = lim (sin x In x) = lim = lim 

t->+0 V->+0 ' x->+0 x->+0 1 x->+0 



y = x MI,A 
lnj; = lnx smv 
In y = sinxlnx 



sinx 



>+0 -cosx 



sin x 
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Sin X 





• M+0 xcosx 


znaci daje 


lnllim v)=0 

W+o i 


odavdeje 


\\my = e\ 

x->+0 


sledi daje 


lim y = 1 , 

x->+0 


odnosono 


lim x smx = 1 . 

x->+0 



lim tgx = -1 • = , 

x-»+0 j£ 



//6. Primer: Odrediti granicnu vrednost lim x 



2 
3+4 In x 



Resenje: lim x 3+41n * = (o ° ) = lim 



y 



y=x 3+4\nx 



lay = lnx 



2 
3+4 In x 



3 + 41nx 



lnx 



lim(lnv) = lnllim v)= lim = lim 



2 1 



x->+0 



*->+o / *->+o3 + 41nx «+»4 4 2 

x 



lim y = e 



x->+0 



limx 3+41nx =4e . 



n+0 



x->0 



117. Primer: Odrediti granicnu vrednost lim(cos2x)< 
Resenje: lim(cos 2x)? = (l 00 ) = lim j 



x->0 



x->0 



y 



= (cos2x)x 2 



Iny = — ln(cos2x) 



lim(ln y) = lnllim yj— lim 



•x->0 > x->0 



3 In cos 2x 

2 

V x ; 



{coj 



= lim 3 

x->0 



(- sin 2x)2 

cos2x 



2x 



-6 • lim 



sin 2x 1 



*° 2x cos2x 



-61im- 



1 



>0 cos2x 



-61 = -6 
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lim v = e~ 

x->0 



lim(cos2x)x 2 =— r- 



ZADACI ZA VEZBU: 



/06. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 

,. x -2x -x + 2 
lim 



*-n x -7x + 6 
/07. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim 

<? m -1 

108. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim 

x->0 x 

109. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 

lim . 

x ^° tgx - sin x 

110. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim— — . 

x ^tg5x 

2 



e 

111. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim — . 

X->+CO X 

In x 

112. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim — ■=■ 

113. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 

ln(sinmx) / ^ 

lim — ^ '- , [m > 0) . 

x ^ +0 In sin x 

114. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 

lim(l-cosx)ctgx . 

x->0 
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115. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 



lim(l-x)tg 



n x 



x->l 



116. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 

lim(arcsinxctgx) . 

x-»0 

117. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 

limlnxln(x-l) . 

118. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 

' 1 5 N 



lim 

x— »3 



x — 3 x — x — 6 



//9. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 



lim 

x->l 



2(l -Jx) 3(l -\fx\ 



120. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 



lim 



x 



1 



x-l lnx 



121. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost 



lim 



n 



ctgx 2cosx 



122. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim x x . 



123. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim(l + x 2 j x 



124. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim(ctgx)in 



x->+0 



125. Zadatak: Primenom Lopitalovog pravila izracunati granicnu vrednost lim(ctgx) s 
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4. Ispitivanje funkcija 



Cilj ispitivanja funkcije je crtanje njenog grafika. Zato ispitujemo njene najvaznije 
osobine, razne asimpote, ekstremne vrednosti, intervale monotonosti, tacke prevoja, 
konveksne i konkavne lukove. Poznavajuci ove osobine mozemo da utvrdimo kako se menja 
funkcija, i ako je potrebno mozemo izracunati vrednosti funkcije jos u nekim tackama. Grafik 
funkcije crtamo spajajuci obelezene tacke, uzevsi u obzir ispitane osobine. 



Ispitivanje funkcija cemo izvoditi na osnovu sledecih tacaka u datom redosledu: 

1. Oblast definisanosti: D f . 

2. Parnost: f(-x) = +f(x) i 

Periodicnost: f\x + co) = f(x) (samo kod trigonometrijskih funkcija). 

3. Nule: y = . 

4. Znak: y>0 Hi y < . 

5. Asimptote: vertikalna: VA, horizontalna: HA, kosa: KA. 

6. Ekstremne vrednosti (stacionarne tacke): y' = . 

7. Tok (rast i opadanje): y' > Hi y' < . 

8. Prevojne tacke: y" = . 

9. Konveksnost, konkavnost: y" > Hi y" < . 

10. Grafik. 

Obilnije o nekim tackama: 



1. Ispitivanje funkcije uvek pocinjemo sa utvrdivanjem njene oblasti definisanosti, naime u 
onim tackama ili intervalima u kojima funkcija nije definisana ni ne vrsimo ispitivanje 
osobina. 

2. Parnost ili neparnost ispitujemo kod svih funkcija, maime kod parnih i neparnih funkcija 
dovoljno je ispitivati osobine na polovini oblasti definisanosti, zbog simetricnosti grafik se 
moze u celosti crtati. 

Periodicnost se ispituje samo kod trigonometrijskih funkcija. 
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3. Nule funkcije su one tacke u kojima grafik sece x-osu. Ordinate ovih tacaka su 0, znaci da 
se mogu odrediti resavanjem jednacine y - 0. 

4. Kod crtanja grafika funkcije bitno je nad kojim intervalima ce grafik biti iznad x-ose (tu je 
funkcija y > ) i nad kojim ce intervalima biti ispod x-ose (tu je funkcija y < 0). 

5. Razlikujemo tri vrste as imp to ta, u zavisnosti od toga kakvog je polozaja prava kojoj 
funkcija tezi: 

VA: vertikalna asimptota je prava x = a , ako je lim/(x) = ±co , gde je a tacka prekida 

x— >a 

funkcije ili je konacan kraj oblasti definisanosti. 
HA: horizontalna asimptota je prava y = b , ako je lim f(x) = b . 

f( x ) 

FA: kosa asimptota je prava y = kx + n kosog polozaja, gde je k = lim i 

X— >+co x 



n 



lim (f(x) -kx) gde je k ^ i k ^ oo . 



X— >±CO 



6. Stacionarne tacke ili moguci ekstremi su one tacke u kojima je y' = . Da li su te tacke 
stvarno ekstremi i koje su vrste (maksimumi ili minimumi), odreduje se na osnovu 7. tacke, 
gde se iz odgovarajuce tablice mugu procitati vrste ekstrema. 

7. Tok ili monotonost funkcije ispitujemo pomocu predznaka prvog izvoda. Ako je u nekom 
intervalu f'(x)>0 tada jeu tomintervalu /(x)T (rastuca), a ako je u nekom intervalu 
f\x) < tada je u torn intervalu f(x) X (opadajuca). Funkcija dostize lokalni maksimum u 

tacki u kojoj prelazi iz rastuce u opadajucu, a lokalni minimum u tacki, u kojoj iz opadajuce 
funkcije prelazi u rastucu. 

8. Tackama prevoja nazivamo one tacke u kojima konveksni luk krive prelazi u konkavni luk, 
ili obrnuto. U tackama prevoja vazi da je y" = 0. Moguce prevojne tacke zato dobijamo 
resavanjem jednacine y" = 0. Koje su tacke od svih resenja ove jednacine stvarni prevoji, 
lako se moze procitati iz tablice koju ispitujemo pod tackom 9. za konveksnost funkcije. 

9. Luk krive na nekom intervalu moze biti konveksan ili konkavan. Ova osobina zavisi od 
predznaka drugog izvoda na posmatranom intervalu. Ako je na nekom intervalu 
f"(x)> tada jena tomintervalu /(x)u (konveksna), a ako je na nekom intervalu 
f"(x)<0 tada jena tomintervalu /(x)n (konkavna). 

lO.Na osnovu ispitanih osobina i odredenih karakteristicnih tacaka crtamo grafik funkcije. 
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118. Primer: Ispitati tok i nacrtati grafik racionalne funkcije y = 

Resenje: Ispitacemo funkciju na osnovu prethodnih tacaka. 

1.) Oblast definisanosti: 
x-l*0 
x^l 
D f =R\{l}. 



2x-\ 



2.) Parnost: 



- 2x - 1 2x + 1 
f(-x) = — = — & +f(x) , funkcija nije ni parna ni neparna. 

(- x - 1) (x + 1) 



3.) Nule: 

y = o 

2x-\ 



= 



(x-l) 
2x-l = 

x = — , funkcija ima jednu nulu u tacki N 



ft \ 



V^ J 



4.) Znak: 

y>0 ili y < 



2x-i . ... 2x-l 

>0 ill 7T<0 



(x-l) 2 (x-l) 2 



X 


-oo 0.5 


0.5 1 


1 


+ oo 


2x-l 


- 


+ 


+ 


y 


- 


+ 


+ 



5.) Asimptote: 



VA: x = 1 

,. 2x-\ 
lim 



lim 



^^(x-l) 2 Ml -°(l-0-l) 2 +0 



+oo 



lim 

x->l+0 



2x-l 



lim 



(x-l) 2 ^ 1+0 (l + 0-l) 2 +0 



= +oo 



HA: y = 

lim- — = lim— p r = lim = — = 

x_>co (x - 1) X ^ CCJ 2(x - 1) *->°° x-l co 

,. 2x-l 2 ,. 1 1 
lim — = lim — -. r = lim = = 

:->-» 2(x - 1) *->" X-l - CO 



(x-l) 2 



KA: nema 

jer ima horizontalnu as imp to tu. 
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6.) Ekstremne vrednosti: 
y' = 

, _2(x-\f -{2x-\)2(x-\) _2(x-\)-2(2x-\) _2x-2-4x + 2 _ -2x 



y = 

odavdeje 



(x-iy 



(x-iy 



(x-lf (x-lf 



2x = 



sledi 



x = je stacionarna tacka (moguci ekstrem). 



7.) Tot 



/ > ili y < 

■2x . ... -2x 

>0 ill -, r^<0 



(x-lf (x-lf 



X 


-oo 


1 


1 +oo 


-2x 


+ 


- 


- 


(x-lf 


- 


- 


+ 


t 

y 


- 


+ 


- 


y 


1 


t 


4- 



Iz tablice mozemo procitati da funkcija ima lokalni minimum u tacki x = , a minimalna 
vrednostje 

J mm (0) = -1. 

Mm(0,l). 
Funkcija u tacki x - 1 ima prekid. 



&,) Prevojne tacke: 
y" = 

-2(x-l) 3 +2x-3(x-l) 2 _-2(x-l)+6x 



- 2x + 2 + 6x 4x + 2 



y 

4x + 2 = 
1 



(x-lf 



(x-1) 4 



je moguca prevojna tacka. 



(x-1) 4 (x-1) 4 



9.) Konveksnost i konkavnost: 
y" > ili y" < 
4x + 2>0 ili 4x + 2<0 



X 


-oo -0.5 


-0.5 1 


1 +co 


4x+2 


- 


+ 


+ 


(x-l)' 


+ 


+ 


+ 


ff 

J 


- 


+ 


+ 


J 


n 


u 


U 
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Iz tablice citamo da funkcija ima prevoj u tacki x- — cija je druga kordinata 



y 



f o 



prevoj 



-1-1 -2 8 



V ±) 



1 V 9 9 
---1 

v 2 j 



1 8 
Sledidaje P( — , — ) prevojna tacka. 



10.)Grafikon: 



10 



/ 1 ^ 



-1 1 



//9. Primer: Ispitati tok i nacrtati grafik iracionalne funkcije y = \]2x 



2 3 

X . 



Resenje: Ispitivanje funkcije radicemo po utvrdenim tackama. 

1.) Oblast definisanosti: 

Izlozilac korena je neparan broj, prema tome potkorena velicina moze biti bilo kog znaka. 
Potkorena velicina je polinom treceg reda koji je definisan za sve realne brojeve, prema tome: 
D f = R . 

2.) Parnost: 

f(—x) = \]2x 2 - (- xf = v2x 2 + x 3 ?* ±/(x) funkcija nije ni parna ni neparna. 



3.) Nule: 



y = 



61 



Ispitivanje funkcija 



Matematicka analiza 



\j2x 2 -x' = 
2x 2 -x 3 = 
x 2 (2-x) = 
x 2 =0 v 2-x = 
x 17 = v x 3 = 2 , 

/2 

funkcija znaci ima dve nule, tacke jVj(0,0) i iV 2 (2,0). 

4.) Znak: 

y>0 ili y<0 

\]x 2 {2-x)>0 ili 3 V^ 2 (2-x)<0 
predznak funkcije zavisi samo od faktora 2-x : 



X 


-oo 


2 


2 


+ oo 


2-x 


+ 


+ 


- 


y 


+ 


+ 


- 



5.) Asimptote: 



VA: nema 

jer funkcija nema prekidnu tacku, niti su krajevi oblasti definisanosti konacni. 

HA: nema 

jer lim \]x 2 (2 - x) — \j+ oo • (- oo) = v— °° = - 00 

i lim \jx 2 (2 - x) = \J+ oo • (+ oo) = \J+ co = +co 



F^4: _y = -x + ■ 



, ,. /(x) ,. ^2x 2 -x 3 ,. |2 " ,/T— r , 
jer £ = lim^-^- = hm- = lim; >/— 1 = VO-1 = -1 



n = lim v2x -x +x 



c 1= (- oo + oo) = limk/2x 2 -x 3 + a/x 1 " ) = 



lim 



\2x 2 - x 3 ) - \jx i \2x 2 - x 3 ) + Vx 6 



= lim 



= lim 



O 2 3.3 

2x - x + x 



V4x 4 -4x 5 +x 6 -V2x 5 -x 6 + 
2x 



Vx x Vx 



l-(-l) + l 3 
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6. Ekstremne vrednosti: 
/ = 



J 7 



4-3x = 
4 



3-\/(2x 2 -x 3 ) 2 3x\/x(2-x) 2 3\/x(2-x) 2 



= 



je stacionarna tacka. 



Za prvi izvod moramo konstatovati da nije definisan u tackama x = i x-2, mada je sama 
funkcija bila definisana na celom skupu realnih brojeva R . 



7.) Tok i monotonost: 

/ > ili y < 

4-3x 



>0 iH 4 3x <Q 



3\/x(2-x) 2 3 3 v / x(2-x) 2 



X 


-oo 


4/3 


4/3 +oo 


3 Vx~ 


- 


+ 


+ 


4-3x 


+ 


+ 


- 


/ 


- 


+ 


- 


J 


4- 


t 


4- 



Iz tablice mozemo citati da u stacionarnoj tacki x = — funkcija ima lokalni maksimum, dok u 

tacki x = funkcija ima minimum oblika spic, naime u toj tacki prvi izvod nije definisan ali 
menja znak. 

^ 2V4 



y n 



-1.06 



\3J 



Max 



-;1.06 



8.) Prevojne tacke: 
y" = 



y 



y 



' = -(4-3x)(4x-4x 2 +x 3 ) 



y 



-3(4x-4x 2 +x 3 )^-I(4-3x)(4x-4x 2 +x 3 )^(4-8x + 3x 2 ) 
-3 (4-3x)(4-8x + 3x 2 ) 



y 



3 V4x-4x 2 +x 3 3 (4x - 4x 2 + x 3 }j4x - 4x 2 + x 3 

„_1_ -9(4x-4x 2 +x 3 )-(4-3x)(4-8x + 3x 2 ) 
3 3 (4x - 4x 2 + x 3 )V4x - 4x 2 + x 3 
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y 



y 



y 



„ 1 -36x + 36x 2 -9x 3 -16 + 32x-12x 2 +12x-24x 2 +9x 3 



9 

1 



(4x-4x 2 +x 3 )a/4x-4x 2 +x 3 
8x-16 -8(2-x) 



9 (4x-4x 2 +x 3 )V4x-4x 2 +x 3 9x(2-x) 23 A /x(2-x) 2 

8 

9(x-2)\/x 4 (2-x) 2 



*0 



a to znaci da funkcija nema prevojnu tacku. Ni drugi izvod funkcije nije definisan u x = i 
x = 2 , a to znaci da y" u tim tackama moze da menja svoj predznak, odnosno funkcija moze 
da menja konveksnost. 

9.) Konveksnost: 

y">0 ili y<0 

8 



9(x-2)\/x 4 (2-x) 2 



>0 ili 



9(x-2)\/x 4 (2-x) 2 



<0 



X 


— oo 










2 


2 


+ oo 


x-2 


- 


- 


+ 




- 


- 


+ 


J 


n 


n 


u 



Znaci da funkcija menja konveksnost u tacki (2,0), mada u toj tacki drugi izvod nije 
definisan. 

10.)Grafikon: 
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1 
120. Primer: Ispitati tok i nacrtati grafik eksponencijalne funkcije y = e* 2 ~ 3x ~ 4 . 

Resenje: Ispitivanje cemo raditi po utvrdenim tackama. 

1.) Oblast definisanosti: 

Eksponencijalna funkcija je definisana ako je izlozilac definisan, zato: 

x 2 -3x-4*0 

x 1 =-1 v x 2 =4 



D f =R\{-\,4\ 

2.) Parnost: 

i 

f(-x) = e x2+ix - 4 jt ±f(x) , funkcija nije ni parna ni neparna. 
3.) Nule: 

y = o 

i 

e x 2 -3x-4 ^q^ funkcija nema nule. 

4.) Znakl: 

y>0 ili y<0 

i 

e x J -3x-4 >Q f \/ X &D f , 

y >0 , Vxe D f , funkcija je pozitivna u svakoj tacki oblasti definisanosti. 

5.) Asimptote: 

VA: x = -\ i x = 4 

i i i 



lim e* 2 - 3 *- 4 = gi+2-o+o 2 +3+3.0-4 =e +o = e w = +00 

*->-l-0 

1 ! JL i i 

lim e'- 3 *-* = e i-2o+o 2 +3-3-0-4 = e -o = g -» = — = _ = o 

x->-l+0 g 00 00 

1 ! JL i i 

lim g-* 2 - 3 *- 4 = gi6-8-o+o 2 -12+30-4 _ g-o _ g- 00 _ _J_ — __ — n 

x->4-0 ~ g* 5 00 

1 1 J_ 

lim g-* 2 - 3 -*- 4 = gl6+8-0+0 2 +12+3-0-4 _ „+0 = g +co — _i_oO 
jt->4+0 



IH: j = 1 

i j_ 

limg x 2 -3.v-4 =g +» =g = j 

1 J_ 

lim e * 2 - 3 *- 4 = e +co = e° = 1 



jer ima horizontalnu asimptotu. 
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6.) Ekstremne vrednosti: 
y' = 

l r 4 -(2x-3) 



(x 2 -3x-4) 2 



2x-3 = 

3 . . 

x = — ie stacionarna tacka.. 

2 



7.) Tok: 



/ > ili y' < 

3-2x 



,x 2 -3x-4 



(x 2 -3x-4)' 



>0 ili e *'-3*-4 . 3 2 * < o 



(x 2 -3x-4) 2 



X 


— oo 


-l 


-1 3/2 


3/2 4 


4 


+ oo 


3-2x 


+ 


+ 


- 


- 


f 

J 


+ 


+ 


- 


- 


J 


T 


T 


i 


i 



Iz tablice citamo da funkcija u stacionarnoj tacki x = — ima lokalni minimum: 



y n 



= e 25 = 



1 



v- 



«0.85 



V 



Max 



\ 



v 



-;0.85 

2 y 



5.,) Prevojne tacke: 
f = 



y =e> 



' 3-2x ^ 



+ e x 



■l{x 2 -3x-4) 2 -(3-2x)2(x 2 -3jc-4)(2jc-3) 



-y — f> x ~ >x 4 



y = e 



v 

_j a 

x 2 -3x-4 . 

V 



TJ — Z?-* * X ^ 



(x 2 -3x-4) 2 J (x 2 -3x-4) 4 

(3-2x) 2 -2(x 2 -3x-4) 2 +2(3-2x) 2 (x 2 -3x-4) 
(x 2 -3x-4) 4 (x 2 -3x-4) 4 

(3-2x) 2 (l + 2x 2 -6x-8)-2(x 2 -3x-4p 

(x 2 -3x-4) 4 

(3 - 2x) 2 (2x 2 - 6x - 7)- 2(x 2 - 3x - 4) 2 
(x 2 -3x-4) 4 



(3 - 2x) 2 (2x 2 - 6x - 7)- 2(x 2 - 3x - 4) 2 = 

6x 4 -36x 3 +60x 2 -18x-95 = 

Xj ~ -0.9 , x 2 = 3.9 (ostala dva korena su kompleksna). 



66 



Matematicka analiza 



Ispitivanje funkcija 



9. JKonveksnost: 

y">0 ili y"<0 

6x 4 -36x 3 +60x 2 -18x-95>0 ili 6x 4 -36x 3 +60x 2 -18x-95 < 



X 


— oo 


-1 


-1 -0.9 


-0.9 3.9 


3.9 4 


4 +oo 


6x 4 -36x 3 + 60x 2 


-18x-95 


+ 


+ 


- 


+ 


+ 


tt 

y 


+ 


+ 


- 


+ 


+ 


y 


U 


u 


n 


u 


u 



Prema tome funkcija ima dve prevojne tacke: 

JW("0.9)«0.13 , ^,, VOi (3.9)-0.13 

Prevojne tacke su znaci: Pj(-0.9; 0.13) i P 2 (3.9; 0.13 ). 
10.)Grafikon: 



6 
5 
4 
3 
2 



-1 
-2 

-3 

-3 



i a i 
1 1 ► 



-1 



4. 1 



121. Primer: Ispitati tok i nacrtati grafik logaritamske funkcije y = x In 

Resenje: Ispitivanje funkcije radimo po utvrdenim tackama. 
1.) Oblast definisanosti: 



x 
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Logaritamska funkcija je definisana samo za pozitivne argumente, pa mora biti: 

— >0 odavdeje 

x 

x > oblast definisanosti je znaci: 
D f :x e (0,+oo) 



2.) Parnost: 



/(-x) = (-x) 4 ln 



f 1 A 



f 1 A 



= x 4 ln 



V-x; 



v x) 



nije ni definisano, 



1 



jer — < , a logaritam negativnog broja nije definisan. Funkcija nije ni parna ni neparna. 

x 



3.) Nule: 

y = o 



l 



x 4 ln- = 

x 

4 



1 



x =0 v In— = odavdeje 

x 

Xj = v — = 1 odnosno 
x 

Xj = v x 2 = 1 
Funkcija ima dve nule, tacke iVj(0,0) i jV 2 (1,0). 



4.) Znak: 

y>0 ili y < 



x 4 ln->0 ili x 4 ln-<0 



X 








X 




X 







1 


1 


+ oo 


inl 

X 


+ 


- 


J 


+ 


- 



5.^ Asimptote: 

VA: nema 



1 



1 



jerje limx In— = lim 

x-»+0 v x-»+0 1 



f 

In- *• — j 

-^=lim V * ; 

t ->+o 4 



lim — = lim — = 

x->+o 4x -t^+o 4 



jerje lim x 4 In— = co-lnO = oo-(— oo)= -co 
FA: nema 

, ,• fix) ,. 3 , 1 

jerje k = lim = limx In— = -co , 

X— >oo j^ x— ►£» v 

u ovom slucaju ne postoji kosa asimptota (zbog co), pa se « ni ne racuna. 
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6.) Ekstremne vrednosti: 
y' = 

i . 3 , 1 4 

y = 4x in— + x x 

x 



( 1 A 



V x ) 



. 3 . 1 3 - 

= 4x in — -x = x~ 

X 



f 



1 



A 



4 In 1 

v. x j 



= 



, 1 

x = v 4 In — 1 = odavdeje 



v ln- = - 

x 4 



1 



x l =0g.D f , ali iz — = e 4 sledidaje 



X 



x = -^«0.78 



stacionarna tacka funkcije. 



7.) Tok: 



y'>0 ili y' < 



1 



\ 



4 In 1 

x j 



>0 ili x 



1 



~\ 



4 In 1 

x ; 



<0 



X 


e- 1/4 


e^ 4 +oo 


x 3 


+ 


+ 


41n--l 

X 


+ 


— 


* 

J 


+ 


- 


J 


t 


4- 



Iz tablice citamo da u stacionarnoj zacki x = — = funkcija ima lokalni maksimum: 



y (e 4 ) 

y max V / 



Max 



( _\\ 
e ■ 



1 - 1 1 1 

In— = e'-lne 4 = = — « 0.09 

- 1 - e 4 4e 



^ 



0.09 



J 



8.) Prevojne tacke: 
y" = 



ft -*t 1 

y =3x 



l 



A 



41n — 1 

x ) 

1 



+ x -4-x- 



r 1 \ 



V x J 



j/' = 12x 2 ln--3x -4x 2 
x 

j/' = 12x 2 ln--7x 2 

x 

1 



ii 2 

_y =x 



121n 7 

x ; 

1 



= 



x =0 ili 121n 7 = 

x 



ako je 
odavdeje 
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1 7 



x = 0$D f , i In— = 



12 



= e 12 



7 
,12 



odnosno 



znaci 



0.56 



je stacionarna tacka funkcije. 



9.) Konveksnost: 

y">0 ili y"<0 

1 



121n 7 



/ 



>0 ili x' 



1 



A 



V 



121n— 7 

x y 



<0 



X 





g -7/12 


g- 7/12 +oo 


121n--7 

X 


+ 


— 


/ 


+ 


- 


y 


u 


n 



Iz tablice citamo da je x = 



konveksnost: y. 



inf 



f 1 ' 


= 


' 1 1 



prevojna tacka funkcije, jer u ovoj tacki kriva menja 
1 7 



Intfe 



3 V7 12 



0.056. 



Prevojna tacka je P(o.56 ; 0.056) . 



10.)Grafikon: 






i 


k 




~\ 


0.5 




\ 


-1 




\ 


1.5 




\ 


-2 




\ 


2.5 




\ 


-3 




\ 


3.5 




1 1 L „ „ ,„,1 



-0.5 



0.5 



1.5 
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122. Primer: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = arctg 






Resenje: Ispitivacemo funkciju po predvidenim tackama. 

1.) Oblast definisanosti: 

Funkcija arctgx je definisana za sve argumente, zato postavljamo samo jedan uslov za 

odredivanje oblasti definisanosti: 

x*0 

D f =R\{0}. 



2.) Parnost: 



' o 



f(-x) = arctg 1 * ±/(*) , funkcija nije ni parna ni neparna. 



3.) Nule: 



y = o 

arctg 



f 1+ I] 

V x) 



za 



1 + 1 = 

X 

I-i 



odavdeje 



odnosno 



x = -1 , funkcija znaci ima jednu nulu, tacku N(- 1,6) 



4.) Znakl: 

y>0 ili y < 



arctg 



1 + 



> ili arctg 



V x) 



<0 



X 


— oo 


-1 


-1 








+ oo 


J 


+ 


- 


+ 



5.) Asimptote: 



VA: nema 



lim arctg 

x->-0 



lim arctg 

x— >+0 



«4; j; = 

lim arctg 

X— >-00 

lim arctg 



f 1+ I] 

v *; 

Ml 
fi + i). 

v xj 



arctg(-co): 
arctg(co) = 



n 



arctg 1 



arctg 1 = 



K 



K 
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FA: nema 

jer ima horizontalnu. 



6.) Ekstremne vrednosti: 
y' = 

y- ' < ° 



1 + 



i + I 



V x J 



+ (x + l) : 



-*0, 



V xJ 
a to znaci da funkcija nema lokalne ekstreme. 



7.) Tot 



/>0 ili y'<0 
1 >0 ili 



x 2 + 



(x + l) : 



x 2 + 



(x + l) : 



<0 



X 


— oo 





+co 


t 

y 


- 


- 


y 


4- 


4- 



Iz tab lice citamo da je funkcija u citavoj oblasti definisanosti opadajuca i nema ekstreme. 



8.) Prevojne tacke: 

y" = o 

2x + 2(x + l) 4x + 2 . , . 

y =7 \7 = 7 \7 = akoje 

(x 2 +x 2 +2x + lj (2x 2 +2x + lj 



4x + 2 = 
1 



x = 



odnosno 

je moguca prevojna tacka. 



9.) Konveksnost: 

y">0 ili /<0 

4x + 2 



(2x 2 +2x + l) 2 



>0 ili 



4x + 2 



(2x 2 +2x + l) 2 



X 


-oo -1/2 


-1/2 


+oo 


4x + 2 


- 


+ 


+ 


If 

y 


- 


+ 


+ 


y 


n 


u 


u 



Iz tab lice citamo da je x = — prevojna tacka funkcije, i: 



y 



f O 



inf 



arctg(l - 2} = arctg(- 1) = 



K 



v ^y 



Prevojna tacka je znaci P 



2' 4 
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lO.JGrafikon: 






-1 1 



ZADACI ZA VEZBU: 



126. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = x 3 -3x 2 



127. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije _y=x-x 2 -x 



128. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y 



6x 



x 2 +l 



129. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = x -\ — . 

x 



130. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = 



16 



! (x-4) 



131. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = vx + V4 -x 
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132. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = vl - x 2 . 



4 
133. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = 



4a^ ' 



134. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y 



Vx T ^T * 

135. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = x ■ e ~ x . 



136. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = e 8x ' 



137. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = \2 + x 2 )e~ 



lnx 
138. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = — = 

Vx 



x 
139. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y 



lnx 

140. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = (x + l)ln [x + 1) 

141. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = ln(l + e ~ x ) . 

142. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = x ■ arctgx . 

143. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = x + 2arctgx . 



X 

144. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = — + arctgx 



145. Zadatak: Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = x x . 
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5. Neodredeni integrali 



Definicija: Ako je funkcija f(x) neprekidna nad nekim intervalom, i u svakoj tacki tog 

intervala vazi da je F'{x) = f{x), tada je \f(x) dx = F(x) + c, gde je c 

nepoznata konstanta, a F(x) je primitivna funkcija od funkcije f(x). Primitivnu 
funkciju drugacije zovemo i neodredenim integralom podintegralne funkcije, a 
postupak nalazenja svih primitivnih funkcija postupkom integraljenja. 



Neodredeni integral je inverzna operacija od diferenciranja, znaci da pravila 
integraljenja mozemo da izvedemo iz pravila diferenciranja. Najednostavnija pravila su: 



Pravila integraljenja: 

1. d\\ f(x)dxj= f(x)dx 

2. \ df{x) dx = f{x) + c 

3. [c • f{x)dx = c ■ \f{x)dx , c = const. 

4. \{f(x)±g(x))dx = \f(x)dx±\g(x)dx 



Bez obzira da je integraljenje obrnuta operacija od diferenciranja, postupak 
integraljenja se ipak ne moze tako "sablonski" izvoditi kao postupak diferenciranja. 
Podintegralnu funkciju uvek treba dovesti na takav oblik, na koji se moze primeniti neka 
formula ili smena. Bas zbog toga, da bismo naucili "integraliti" moramo jako puno zadataka 
da vezbamo. Nikad ne treba zaboraviti da se rezultat integrala moze kontrolisati, naime izvod 
primitivne funkcije uvek mora biti podintegralna funkcija. 



Kod integraljenja slozenih funkcija podintegralnu funkciju treba svesti na integral 
neke jednostavnije funkcije. To se moze postici odgovarajucim smenama. Najednostavnije 
integrale, takozvane tablicne integrale, dobijamo iz tablice izvoda elementarnih funkcija, tako 
da izvode elementarnih funkcija uzimamo za podintegralne funkcije: 
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Tablica osnovnih integrate 



1. 



4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 
11. 

12. 

13. 
14. 

15. 
16. 



dx = X + c 



x" dx 



n + \ 



■ + c , n ^ -1 



dx 



In x + c 



e x dx = e x +c 



i x dx = he , (a > , a ^ l) 

In a 



sinxdx = -cosx + c 



cosxdx = sinx + c 



dx 
cos 2 X 


tgx + c 


dx 
sin 2 x 


-ctgx + c 


dx 


— arcsin x 4- c 


Vl-x 2 




dx 


arrtcrr 4- r 



1 + x' 



dx 



Vx T ±T 



= ln 



x + 



4^+1 



+ c 



shx dx = chx dx + c 



chxdx = shx dx + c 



dx 
ch 2 x 



= thx + c 



dx 
sh 2 x 



= -cthx + c 
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Prvo cemo resiti nekoliko integrala u kojima treba primeniti samo pravila i tablicne 
integrale: 



123. Primer: Resiti neodredeni integral \5a 2 x 6 dx . 
Resenje: \5a 2 x 6 dx = 5a 2 \x b dx = 5a 2 \-c = x 1 +c 



124. Primer: Resiti neodredeni integral [ yj2pxdx . 



3 

1 2 

X 2 



Resenje: I ^jlpxdx ~ ^2p I yjxdx =^2p I x 2 dx = ^J2p — + c 



2J2p ,/— r 2J2p 

VX +C = Xy/X+C. 



125. Primer: Resiti neodredeni integral \\6x 2 + Sx + 3)dx . 

3 2 

Resenje: [ \6x 2 + Sx + 3)dx = 6 [ x 2 dx + 8 [ x dx + 3 j dx = 6 h 8 \- 3x + c = 

= 2x 3 +4x 2 +3x + c. 

126. Primer: Resiti neodredeni integral \—=dx . 

_ „ . r dx , r — x " n —, n n _\l~Z nx-"^x 

Resenje: \— j =dx=\x n dx = r + c = x n ~ 1 +c = vx +c = + c. 

J ajx J i _ 1 n-\ n-\ n-\ 

n 

12 7. Primer: Resiti neodredeni integral \3 x e x dx . 
Resenje: j> e x dx = j" [3ef dx = &) + 



(3eY (3e) x 3 X e x 

— -J- c = — - — + c = + c 

ln3 + lne l + ln3 



c dx 
128. Primer: Resiti neodredeni integral 



XV x 
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. r dx r dx r — X 

Resenje: — =• = — - \x z dx = — 

J xJx J - J 



+ c = —= + c. 



5.1. Integraljenje metodom smene promenljivih 

Neka je x = (pit), gde je t nova promenljiva. Pretpostavimo da je diferencijalni 
kolicnik funkcije x = (pit), funkcija (p'it) neprekidna na nekom zatvorenom intervalu, i daje 
(p'it) ^ .Tada vazi daje: 

\f(x)dx = \f[(p{t)](p'{t)dt. 



Pomocu ove formule mozemo resavati neodredene integrale metodom smene 
promenljivih. Funkciju (p treba birati tako, da desna strana formule bude sto jednostavnija. 



129. Primer: Resiti neodredeni integral [ (l + xf dx . 

C ( \6 Y~\~ X — t C 6 t \ ( \7 

Resenje: \\ 1 + x ) dx = = \t dt - — h c = — (1 + x ) + c . 

J dx = dt J 1 7 



130. Primer: Resiti neodredeni integral ) 



dx 



(x-2f 



Resenje: J 



dx 



(x-2f 



x-2 = t 
dx = dt 



r dt r _ 3 , t 2 - 1 

= \ — =\t i dt = + c = — 

V J -2 2 X -: 



2(x-2) : 



■ + c. 



131. Primer: Resiti neodredeni integral ) 



dx 



x 2 +9 



_ „ . r dx 1 r dx 1 r dx 

Resenje: j -— = - j —— = - j -^ ZT - 



x"+9 9->^ + 1 9-,x 
9 ' U 



+ 1 



— = t 

3 
dx = 3dt 



_ 1 r 3dt 1 r dt 
~9h 2 +\~3h 2 +\ 



1 1 x 

= — avctgt + c = — arctg — + c. 
3 3 3 
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132. Primer: Resiti neodredeni integral [sin(2x + 3)dx 



Resenje: J sin(2x + 3)dx 



2x + 3=t 

2dx = dt 

dt 
dx = — 

2 



• . dt \ i \ 

sirU — = — l-cosn + i 

2 2 V ; 



— cos(2x + 3) + ( 



dx 



Resenje: 



.CCJ1U UCUU1 SUHU llllCgl 


14111 . 

J 1 + COSX 








C Jx [■ <fx 

■* 1 + COSX ■* 2 x 

2 cos — 

2 


1 C <ix 

~2-l 2 * ~ 
cos — 

2 


X 

- = * 

2 
dx = 2afr 


1 r 2d7 

2 J cos 2 ? 


C dt 
■* cos 2 r 


= tg? + c = tg- + c. 











/3¥. Primer: Resiti neodredeni integral [ 



x<fx 

3-2x 2 



Resenje: J 



x<fx 

3-2x 2 



-2x 2 


= * 


4xdx - 


= dt 
dt 




4 



J- 



d7 

4 



1 r <# 1 1 ij 1 1 u ^ 2 1 

— — = — InW + c = — ln3-2x \ + c . 
4 J t 4 ' ' 4 I ! 



/35. Primer: Resiti neodredeni integral [x 2 Vx 3 —9dx. 



Resenje: J x 2 V x 3 - 9 <ix 



x 3 -9 = f 

3x 2 Jx = afr 

2 <fc 

x ax = — 



3 3 J 3 T 



= J^ = ip* 



+ c = -^t +c 
9 



-t4t+c = -(x' -9)Vx 3 -9+c. 
9 9 V ; 



/36. Primer: Resiti neodredeni integral ) 



xdx 



(x 2 + l)Vx 2 +l ' 
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D . . f xdx 
Resenie: -, N , 

J (x 2 +i)V^7T 



X + \ = t 

2xdx = dt 

, dt 
xdx = — 

2 



dt 



tit 2* \ 2 
t 



\t 2 dt 



2 _1 

2 



+ c = 



-1 -1 

—j= + C = +c . 

i Vx 2 +1 



e + 1 



/57. Primer: Resiti neodredeni integral <ix 

S i e x +x 



_l_ 1 

Resenje: \ dx = 



e x + x = t 
\e x +l)dx = dt 



-I 



dt 



= In d + c = In e* +x\ + c . 



138. Primer: Resiti neodredeni integral [ dx . 

J y 



Resenje: J 



lnx 



dx 



lnx 


= t 


dx 






dt 


X 





' J t 1, 2 

£<# = — + c = — In x + c 

2 2 



/39. Primer: Resiti neodredeni integral [sin 5 x cos xdx 



Resenje: J sin 5 x cos x dx 



sin x = £ 
cos xdx = dt 



t 6 1 

£ 5 <f£ = — + c = — sin 6 x + c, 
6 6 



. ,_ _ . _, v . . , _ . . , r sin2x<ix 
740. Primer: Resiti neodredeni integral — 

J sin x + 3 



Resenje: 



r sin2xdx 
•" sin 2 x + 3 



sin 2 x + 3 -t 

2sinxcosxdx = dt 

sin 2 xdx = dt 



■dt 



= f™=ln 
J t 



t\ + c = In sin x + 3 + c = 



= In (sin 2 x + 3j 



sin x + il+c. 
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ZADACI ZA VEZBU: 



Metodom smene promenljivih resiti sledece intgerale: 



146. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



147. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



148. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



149. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



150. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



151. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



152. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



153. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



154. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



155. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



156. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



157. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



158. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



159. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



160. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



xvx -\dx smenom vx - 1 -t 



dx 



a/5x-2 



smenom 5x - 2 = t 



xdx 



Vx + 1 



smenom 



4x~+\=t 



cos xdx 



vr 



smenom sinx = t 



+ sin x 



(arcsin x) 



dx 



(a + bx)" dx . 



dx 



Va 



2x + l 



X +x + \ 



[a + bx 2 ) xdx 



ako je a > 0. 



-dx 



dx 



Vx 2 + a 



ako je a > 0. 



sin" xcosxdx . 



xdx 



ako je n ^ 1 , 



(* 2 +i)" 



tgxdx . 



ctgxdx . 



a 6x dx ako je a > 0. 
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161. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



162. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



163. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



164. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



165. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



e ax+b dx . 



xsin 



(x 2 + \)dx 



dx 



c(lnx) 5 



tgx + 3tg 2 x + 5tg 3 x 



dx 



COS X 



xdx 



vr 



smenom x = t 



+ x 



5.2. Parcijalna integracija 



Akofunkcije u = f(x) i v = g(x) imaju neprekidne izvode nad nekim intervalom, tada 
u torn intervalu vazi formula za parcijalnu integraciju: ludv =uv- \vdu . 



Primenom ove formule racunamo neodredene integrale nekih proizvoda, naime 
integral ) udv svodi se na integral \vdu , za koji se pretpostavlja da se moze lakse resiti od 

prethodnog integrala. Formula se primenjuje tako, da podintegralnu funkciju uzimamo kao 
jedan proizvod, gde se jedan faktor bira za u a drugi za dv . Iz faktora u diferenciranjem 
dobijamo faktor du , a integraljenjem faktora dv racunamo v , koji se posle uvrstavaju u 
formulu za parcijalnu integraciju. Za faktor u po mogucnosti treba birati takav faktor, koji se 
diferenciranjem pojednostavljuje, a za dv faktor koji se moze integraliti. 



141. Primer: Parcijalnom integracijom resiti neodredeni integral \xe x dx 



Resenje: 



[ xe x dx = 



u = x dv = e x dx 

du = dx v = J e x dx = e x 



= xe x - \e x dx = xe x -e x +c = e x (x-\) + c . 
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142. Primer: Parcijalnom integracijom resiti neodredeni integral j lnx dx . 
Resenje: 



In x dx = 



u = In x dv = dx 

, dx 
du = — v 



= j dx = 



dx 



- xlnx- [x — = xlnx- \dx = xlnx-x + c = 



= x(lnx-l) + c. 



143. Primer: Parcijalnom integracijom resiti neodredeni integral j xshxdx 

Resenje: 

u = x dv = shx dx 

du = dx v = [ shx dx = chx 



[xshxdx = 



= x chx - chx dx -x chx - shx + c . 



144. Primer: Parcijalnom integracijom resiti neodredeni integral j 



x dx 



Resenje: 



x dx 



u = x dv = 



xdx 



xdx 



, , r xax 
du = dx v = t v 



1 + x 2 


= * 




<7f 


xdx = 






2 



1 f A 1-1 



2 J ? 2 2' t 2(l + x 2 ) 



-x 1 r dx 1 

2(l + x 2 ) + 2-'l + x 2 ~ 2 



arctgx - 



1 + x 



+ c. 



/¥5. Primer: Parcijalnom integracijom resiti neodredeni integral j e x sin xdx 



Resenje: j e x sin x dx = 



w = sinx dv = e x dx 

du = cos xdx v=\e x dx = e x 



= e x sinx- \e x cosxdx = 



« = cosx dv = e x dx 

du = -sin xdx v—\e x dx — e' 



e sin x - e cos x + 



\e x cos x + J e v sin x dx) 
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ako napisemo samo pocetak i kraj, tada dobijamo da je 

\e x sinxdx = e x sinx- e x cosx- \e x sinxdx + c 



aodavdeje 



2\ e x sin x dx = e x (sin x - cos x) + 



resenje pocetnog integrala je prema tome: 



e x sin x dx = — (sin x - cos x) + c . 



ZADACI ZA VEZBU: 



Metodom parcijalne integracije resiti sledece neodredene integrale: 



166. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



167. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



168. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



169. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



/ 70. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



1 71. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



/ 72. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



1 73. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



/ 74. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



/ 75. Primer: Resiti neodredeni intgeral 



arctgx dx 



axcsmxdx 



x • 2 x dx . 



-dx 



x Inxdx 



In 2 x dx . 



xcos3x(ix . 



e x cos x dx 



V smxdx 



In jc + 



Vl + x 2 ), 



dx 
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5.3. Integral racionalne funkcije 



P(x) 

Racionalne funkcije se mogu predstaviti kao kolicnik dva polinoma: f(x) = . Ako 

20) 

P(x) 

je Q{x) = const, tada je funkcija f(x) = u stvari samo jedan polinom, cije integral] enje 

Q(x) 

ne predstavlja nikakvu teskocu. Ako jepolinom Q(x) nizeg reda od polinoma P(x), tada 

funkcija f(x) = nije prava racionalna funkcija (vec je neprava). U ovom slucaju 

Q(x) 

polinom P(x) treba podeliti sa polinomom Q(x) , i na taj nacin izdvojiti celi deo i pravi 

PJx) 

razlomljeni deo: fix) = P l (x) -\ . Prema tome integraljenje bilo koje racionalne funkcije 

20) 

fix) mozemo da svedemo na integral jednog polinoma i na integral jedne prave racionalne 
funkcije. Integral prave racionalne funkcije najcesce mozemo integraliti ako prethodno datu 
funkciju rastavimo na parcijalne sabirke, zatim ih integralimo clan po clan. 



146. Primer: Resiti neodredeni integral [ — . 

J x +5x 

Resenje: Podintegralna funkcija fix) = — je parava racionalna funkcijaum kojem se 

x + 5x 



imenilac moze faktorisati, pa je: 

dx r dx 



f ax _ r ax 
*x 2 +5x * x(x + 5) 

Prema uputsvu, rastavimo podintegralnu funkciju na zbir parcijalnih sabiraka: 







1 A B 








x [x + 5) x x + 5 








1 = A(x + 5) + x 










1 = Ax + 5 A + Bx 










\ = (A + B)x + 5A 






dva 


polinoma su jednaka ako su jednaki 


odgovarajuci 


koeficijenti: 






A + B = 










5 A =1 
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a resenja ovog sistema su: 
A- 1 - 



B = 



znaci da funkciju f(x) = 



x + 5x 



mozemo rastaviti na zbir parcijalnih sabiraka na sledeci 



nacin: f(x) = -, r . Nastavljamo postupak integraljenja: 

5x 5 (x + 5) 



T _ (■ dx r dx 

~*5x J5(x + 5) 



1 (■ dx 1 r dx 

J r ^^ x + : 



5 J x 5 J x+5 
smena se odnosi samo na drugi integral, 

r d\ 
"J 7 



x + 5 = t 
dx = dt 



t 1, II If* 
I = — lnbc 

5 ' ' 5' 



t 1, I I 1, li 1, 

I = —lnbc — lra+c = —In 

5 ' ' 5 " 5 



1, 

+ c = -ln 

5 



x + 5 



+ c 



C dx _ 1 

J x(x + 5)~5 



In 



x + 5 



+ c. 



147. Primer: Resiti neodredeni integral ) 



x 3 +l 



x 2 -3x + 2 



-dx 



Resenje: Podintegralna funkcija je neprava racionalna funkcija f(x) = 

deljenjem brojioca sa imeniocem izdvajamo celi deo i pravi razlomljeni deo: 

x +1 _ 7x-5 

■ = x + 3 + - 



x 3 +l 



x 2 -3x + 2 



zato 



x 2 -3x + 2 



x 2 -3x + 2 



gdeje 



x 3 +l 



7x-5 



\— dx = | xdx+ | 3dx+ \— dx 

J x 2 -3x + 2 J J J x 2 -3x + 2 

f x 3 +l x 2 r 7x-5 x 2 
— : ax = h 3x + — ax = h 3x + 1 

J x 2 -3x + 2 2 J x 2 -3x + 2 2 



I - j — r- " dx 



x l -3x + 2 



integral prave racionalne funkcije, a podintegralnu funkciju razbijamo na zbir parcijalnih 
sabiraka: 
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lx-5 



lx-5 



A B 

■ + ■ 



x 2 -3x + 2 (x-2)(x-l) x-2 x-\ 
1x-5 = A(x-\) + B(x-2) 
7x-5 = Ax-A + Bx-2B 
7x-5 = (A + B)x-A-2B 

odavde izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata dobijamo sistem jednacina: 

A+ B = l 
-A-2B = -5 



znaci 



tadaje 



odnosno 



I 



B = 2 => B = -2 
A = 9 

lx-5 



r ix-z> j _( 9dx r 2dx _ e dx e dx 

* x 2 -3x + 2 X ~l x-2 J*-l~ 'x-2 > x-l 



neka je smena u prvom integralu 
a smena u drugom integralu 



x-2 = t 
dx = dt 



x — \-z 

dx = dz 



dt _ r dz 



1 = 9 2 — = 91nf -21nz+c 

J t J z ' ' " 



I = 9 IhIjc — 2| — 2 lnljc — 1 +c 



a resenje integrala je: 



x +1 x 

- dx = 1- 3x + 9 In x -2-2 In x - 1 + c 



x -3x + 2 



l-3x 



r 1 — ox 
148. Primer: Resiti neodredeni integral — dx . 

J Oy 2 -Ay-lO 



2x z -Ax + 2 



1 f 1-3* 



. r 1 - 3x r 1 - 3x i r i-M 

Resen " : Us-i^-h^-K+if-viziif 



2x - 4x + 2 



dx 
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Podintegralna funkcija je prava racionalna funkcija, odmah rastavljamo na zbir parcijalnih 
sabiraka: 



1-3* 



A B 

■ + ■ 



{x-\f x-l (x-l) 2 
\-3x = A(x-\) + B 
\-3x = Ax-A + B 
odavde izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata racunamo vrednosti nepoznatih A i B 

A = -3 
-A + B = \ 

B = -2 
A = -3 
Posle rastavljanja na zbir parcijalnih sabiraka treba da resimo sledece neodredene integrale: 

_3 , r -2 

r 

V 

-3 r dx 
~1 



\-3x , 1 

: dx = - 

2x 2 -4x + 2 2 



\ — s dx = 



f dx+ f- 

J x-1 J x-l 



A 



2x 2 -4x + 2 



: l£l-i 



dx 



-ox 



y 



x-l = * 

dx = dt 



l-3x , 
— dx = — 

2x 2 -4x + 2 2 



3 rdt rdt 3, i ., r 1 3,1,1 



l-3x , 1 
-ax = 



r ar f «' _ 

3 



-Ink 



1 3 ,, . 

- + c = — Ink +- + c 
1 2 u t 



2x 2 -4x + 2 



x-l 2 



In x - 1 + c . 



149. Primer: Resiti neodredeni integral [ 



x + 3 



x - 2x + 5 



-dx 



Resenje: Imenilac podintegralne funkcije ne mozemo rastaviti na linearne faktore jer 
diskriminanta kvadratne jednacine x 2 - 2x + 5 = je negativna: D = -16 < , pa jednacina 
nema realne korene. U ovakvim slucajevima imenilac treba svesti na kanonicki oblik, posle 
cega odgovorajucom smenom mozemo resiti dati integral. 

*-l = * 

r x + 3 j _ f x + 3 , _ r x + 3 

•lx 2 -2x + 5 X ~J(x 2 -2x + l)-l + 5 X ~J(x-l) 2 +. 



-dx 



x = t + \ 
dx = dt 



a 



t + 4 , 1 r 2f + 8 . lr 2tdt 
- dt = - dt = - \ — 

2 +4 2 } t 2 +4 2 } t 2 +4 



h 2 +4 h 



dt 



+ 4 



; 2 +4 = z 
2tdt = dz 



navedenu smenu cemo primeniti u prvom integralu, a drugi integral mozemo svesti na tablicni 
integral, 
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r dz 4 r dt 1,11 f 

\— + -\—o = -lnz + 

, J z 4 J t 2 t 2 M J 

— + 1 



dt 



+ 1 



t 

— = s 
2 
dt = 2ds 



1< 1.2 



Ink 2 + 



-y 



j r 2afr 

4 + -5 

1 V+l 



= — lnlr 2 + 4| + 2arctgs + c = — lnlr 2 +4| + 2arctg — + c = 



= -ln 

2 



x - 1 
(x-l) 2 +4 +2arctg + c 



resenjeje znaci 



f X + 3 , 1,12-. -I „ -•- 

I— : : dx = —m\x -2x + 5 +2arctg he. 

J x 2 -2x + 5 2 I I ■" 



x-1 

~2 



150. Primer: Resiti neodredeni integral \ — dx 

J 2x 2 -3x + ll 



Resenje: Imenilac podintegralne funkcije nema realne korene, jer kvadratna jednacina 
2x 2 -3x + ll = ima negativnu diskriminantu D = -79 < . Zbog toga podintegralnu 
funkciju ne mozemo rastaviti na zbir parcijalnih sabiraka, postupamo slicno kao u 
prethodnom zadatku. 

J 2x 2 -3x + ll 2 J , 3 11 2 J , 



dx 



2 3 

x — x + - 



2V 3V 9 11 



x 

4 



- + - 
16 2 



x — -t 

4 
dx = dt 



1 r rf* 



— f 

79 J 



dt 



16 16 79 



-I— 

79V At 



dt 



+ 1 



4? 



v 79 
aft = — — dz 



8 V79 f <fz 2 2 4t 

- — = / — arctgz + c = —^= arctg , + c 

J z +\ 



79 4 



arctg - 



' 3^ 
x — 

V 4y 



2 4x-3 

+ c = , arctg — ^^ + c 



resenjeje znaci 



f 1 

J 2x 2 -3x + ll 



Jx 



arctg 



4 3 

x- 



79 V79 



+ c 



itin- « *•*• ^ * •• * . f4x 4 +15x 3 +30x 2 +25x + 9 
151. Primer: Resiti neodredeni integral -. dx 

J (x + l)(x 2 +2x + 2j 



Matematicka analiza Neodredeni integral i 

Resenje: Podintegralna funkcija je prava racionalna funkcija, jer je brojilac polinom cetvrtog 
stepena a imenilac polinom petog stepena. Polinom x 2 +2x + 2 u imeniocu se ne moze 
rastaviti na linearne faktore, znaci da funkciju rastavljamo na parcijalne sabirke u obliku u 
kojemje i zadat: 

4x 4 + 15x 3 + 30x 2 + 25x + 9 A Bx + C Dx + E 

+ —„ + 



(x + l)(x 2 +2x + 2) 2 x + l x 2 +2x + 2 ( x 2 +2x + 2) 2 

4x 4 + 15x 3 + 30x 2 + 25x + 9 = a(x 2 + 2x + if + (Bx + C)(x + l)(x 2 + 2x + 2) + 

+ (Dx + E)(x + \) 

4x 4 + 15x 3 + 30x 2 + 25x + 9 = a(x 4 + 4x 2 + 4 + 4x 3 + 4x 2 + 8x)+ 

+ (Bx + C) (x 3 + 2x 2 + 2x + x 2 + 2x + 2)+ (Dx + E)(x + 1) 

4x 4 +15x 3 +30x 2 + 25x + 9 = a(x 4 + 4* 3 +8x 2 +8x + 4)+(5x + C)(x 3 +3x 2 +4x + 2) + 

+ (Dx + E)(x + 1) 

4x 4 + 15x 3 + 30x 2 + 25x + 9 = a(x 4 + 4x 3 + 8x 2 + 8x + 4)+ b(x 4 + 3x 3 + 4x 2 + 2x)+ 

+ c(x 3 +3x 2 +4x + 2) + d(x 2 +x)+E(x + \) 

4x 4 +15x 3 +30x 2 +25x + 9 = {A + B)x 4 + (4A + 3B + C)x i + (SA + 4B + 3C + D)x 2 + 

+ (SA + 2B + 4C + D + E)x + (4 A + 2C + E) 

izjednacavanjem koeficijenata kod odgovarajucih stepena dobijamo sledeci sistem jednacina: 

A + B =4 ^>B = 4-A 

4A + 3B + C =15 

SA + 4B + 3C + D =30 

8 A + 2B + 4C + D + E = 25 

4^ + 2C +E = 9 ^E = 9-4A-2C 



uvrstavajuci B i Eu ostale trijednacine: 



4^ + 12-3^ + C = 15 

SA + \6-4A + 3C + D = 30 

SA + S-2A + 4C + D + 9-4A-2C = 25 

A + C = 3 ^C = 3-A 

4A + 3C + D = \4 

2A + 2C + D = S 

4A + 9-3A + D = \4 
2A + 6-2A + D = S 
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A + D = 5 
D = 2 



odavde je D-2,A-3,C-0,B-l,E--3. Podintegralna funkcija astavljena na 
parcijalne sabirka ima oblik: 



4x 4 +15x'+30x 2 +25x + 9 3 x 2x-3 

+ — : + ■ 



{x + \)(x 2 +2x + 2f x + l x 2 +2x + 2 ( x 2 +2x + 2) 2 



a trazeni integral je 



■4x 4 +15x 3 +30x 2 +25x + 9 



(x + l)(x 2 +2x + 2) 2 



dx 



2x-3 



1= | dx+ \— dx+ [-, v 

J x + l ->x 2 +2x + 2 J (x 2 +2x + 2) 



dx 



T f 4x 4 +15x 3 +30x 2 +25x + 9 , , , r 

I = I ; — dx=I, +I-, +1, 



(x + l)(x 2 +2x + 2) 2 



L l ' *2 ' *3 



gde smo sa I I , I 2 I 3 redom oznacili integrale parcijalnih sabiraka. Resavajmo ih: 



I, = [ dx = 3 lnlx + ll + c, 

J x + l ' ' 

_ r x , 1 r 2x + 2 - 2 lr2x + 2 r dx 
1, = — : dx = — —. dx = — —. dx- — 

J x + 2x + 2 2 J x + 2x + 2 2 J x + 2x + 2 J x + 2x + 



uvedimo smenu 



x 2 +2x + 2 = t 
\2x + 2)dx = dt 



u prvom integralu, tada je 



1 rdt 



r dt r dx 

J 7"J(x+i) 2 +i 



x + l = z 
dx = dz 



1 1 i i f dz 1 , I I 

— Inn - — = — m\t\ - arctgz 

2 ' ' J z 2 +1 2 M 



+ c. 



I 2 =-ln 

2 2 



x + 2x + 2 



arctg(x + 1) + c 2 



2x-3 



2x + 2 - 5 



2x + 2 



dx 



(• zx - o , _ r zx + z-3 r zx + 2. r 

•'(x 2 +2x + 2) 2 •'(x 2 +2x + 2) 2 •'(x 2 +2x + 2) 2 ^\x 2 +2x + 2f 



u prvom integralu uvedimo istu smenu kao u integralu I 2 , tada je 
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dt 



*.-lf-'l 



dx 



((x + l) 2 + l) 2 



x + 1 = z 
dx = dz 



t (■ dz 



1 rl + Z Z -Z 



t J 



2 _2 



(z 2 +l) 2 ' J (z 2 +l) 



-<fz 



I 3=— T" 

X + 



5|— + 5(7 r T dz=— 5arctgz + 5f 

2x + 2 J z 2 +1 J (z 2 +l) x 2 +2x + 2 J 



z • zdz 



poslednji integral se resava metodom parcijalne integracije (resen je u 144. primeru): 



-1 1 ( 

I 3 = — 5arctg(x + 1)+ 5 • — arctgz 

x + 2x + 2 "~ ' 2 



V 



\ + z z 



+ C-, 



I, = 



-1 



3 x 2 + 2x + 2 



5arctg(x + 1) + - arctg(x + 1) - / }* + v 

2 2\x +2x + 2) 



+ c? 



5x + 7 






+ c. 



Ako ove rezultate uvrstimo u originalni integral, dobijamo da je: 

1= 31n|x + l| + — lnx 2 +2x + 2 -arctg(x + l) arctg(x + l) 



2(x 2 +2x + 2) ' 



+ c, +c 2 + c 3 



a posle sredivanja izraza rezultat je: 

1 1 1 7 
I = 31n|x + l| + -lnx 2 +2x + 2 arctg(x + l)- 



5x + 7 



2(x 2 +2x + 2) 



+ c. 



ZADACI ZA VEZBU: 



c dx 

1 76. Zadatak: Resiti neodredeni integral -, r-, r . 

J {x + a)(x + b) 

c dx 

1 77. Zadatak: Resiti neodredeni integral -, ^ ^ T 

J (x-l)(x + 2)(x + 3) 



x 2 -5x + 9 



C X — OX 1 y 

178. Zadatak: Resiti neodredeni integral — dx 

J x -5x + 6 



c dx 
1 79. Zadatak: Resiti neodredeni integral — 

J x(x + 1 
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x 3 -l 



c x — 1 

180. Zadatak: Resiti neodredeni integral — dx . 



4x -x 



181. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



r X +x + l 
J x(x 2 +l) 



dx 



182. Zadatak: Resiti neodredeni inte 



dx 



, r ax 

gral J "T— T 

J x +1 



/53. Zadatak: Resiti neodredeni integral -; ^ 

J (x + \)(x 2 +X + IJ 

f x 4 
184. Zadatak: Resiti neodredeni integral — dx . 

J x -1 



185. Zadatak: Resiti neodredeni integral j 



x 3 +l 



(x 2 -4x + 5) : 



-Jx 



5.4. Integrali iracionalnih funkcija 



Integrale iracionalnih funkcija odgovarajucim smenama mozemo svesti na integrale 
racionalnih funkcija. Razne tipove iracionalnih integrala resavamo razlicitim smenama. 
Obradicemo ih po tipovima podintegralnih funkcija i u svakom slucaju cemo zadati 
odgovarajuce smene, pomocu kojih se dati integrali svode na integrale racionalnih funkcija. 
Za svaki tip cemo detaljno izraditi po jedan ili dva primera. 



Iracionalni integral tipa ) R 



ax + b 
ex + d 



p. 



ax + b 
ex + d 



Pi 



funkcija a p 1 ,q l ,p 2 ,q 2 ,...su celi brojevi, resavaju se smenom 
najmanji zajednicki sadnalac brojeva q l ,q 2 ,.... 



dx , gde je R racionalna 

ax + b 



cx + d 



-t" , gde je n 



152. Primer: Resiti neodredeni integral [xv4 + 3x Jx . 
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Resenje: Podintegralna iracionalna funkcija je navedenog tipa, pa mozemo uvesti predlozenu 
smenu: 



= J x ■ v 4 + 3x dx = 



4 + 3x = r 



^-4 



3dx = 3t 2 dt 
dx = t 2 dt 



^-^..^ -t 2 dt = -\t 3 (t 3 -4)dt = 



1 r 6 , 4 f 3j l r 

= -\t dt--\t dt = 

3 J 3 J 3 7 



n 7 4? 4 ; 7 ; 4 ^ 



■ + c = + c = 

3 4 21 3 3 



4 ^,3 ^ 
' l 



V? , 



+ c = 



# + 3x) 4 



4 + 3x 



+ c-- 



(4 + 3x)V4 + 3x 



Ox-3^ 



+ c 



V / J 



resenje j e: 



J 7 



c . 



/55. Primer: Resiti neodredeni integral j 

Resenje: I = | . . = | 

J V2x-1-V2x-1 J 



dx 



V2x-1-V2x-1 ' 
dx r dx 



(2x-l)l-(2x-l) 



Iz ovog nacina zapisivanja podintegralne funkcije vidimo da se ona moze uvrstiti u dati tip 
iracionalnog integrala. Primenimo zato predlozenu smenu: 



f dx _ r 

•" V2x-1-V2x-1 J 



dx 



(2x-l)i-(2x-l)4 



2x- 


-\ = t 4 


2dx 


= 4t*dt 


dx - 


-- 2t 3 dt 



_ r 2t dt _ rt dt 



znaci da smo dati integral smenom sveli na integral racionalne funkcije, koji resavamo na 
nacin kako smo to pokazali kod integrala racionalnih funkcija. Rastavimo podintegralnu 
funkciju na celi deo i na prvi razlomljeni deo: 



t 2 t 2 -\ + \ , 1 

t + \ + - 



t-\ t-\ 



t-\ 



tadaje: 



l\U + \ + —\dt = 2\tdt + 2\dt + 2\ — 



t-\ = z 
dt = dz 



navedenu smenu treba primeniti u poslednjem integralu. Posle smene: 
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.2 7 

1 = 2 — + 2^ + 2f— = ^ 2 +2^ + 21n| 



iz +c = r +2r + 21nk-l +c 



vratimo se na promenljivu x : 

dx 



-I 



V2x-1-V2x-1 
V2jc-1-V2jc-1 



= V(2x-l) 2 +2V2x-l+21nV2x-l-l 



+ c 



V2x-1 +2V2x-l +ln(V2x-l -l) 2 +c 



154. Primer: Resiti neodredeni integral [x I dx . 



Resenje: Primenimo predlozenu smenu: 



x-1 



l = H-7Ii dx = l : 



x + _ 



; 4 +; 2 



x-1 
x + 1 



dx 



x-l 2 

= r 

x + l 

; 2 +l 
\-t 2 

Atdt 



dx 



(l- 2 ) 2 



; 2 +l 



J l-f 



Atdt 



^ 4 +^ 2 



I = 4f 7 -^ = 4f- — —dt 

J (w 2 ) J (i-0 (i+0 



Dobili smo integral prave racionalne funkcije, pa podintegralnu funkciju rastavljamo na zbir 
parcijalnih sabiraka: 



t'+t 2 



A B C D E F 

■+-, 777 + -, 7^ + ~, 7 + 7 777 + ' 



(i-0 3 (i+0 3 (i-0 (i-o 2 (i-0 3 (i+0 (i+0 2 (i+0 3 

t 4 + e = a{\ - tf (i + o 3 + b{\ - 0(i + 3 + c(i + 3 + d{\ + tf (i - o 3 + e{\ + 0(i - 3 + F(l - tf 

jednakost vazi za svako t e R , pa: 
ako je t = 1 tadaje 



2 = 8C 



C 



1 



ako je f = — 1 radaje 



2 = 8F 



F 



ako je t = tada 

0=^+5+-+! 
4 

ako je £ = 2 tadaje 



= A + B + - + D + E + - 
4 4 



A+B+D+E= 



1 

2 
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16 + 4 = 27,4-275 + — -9D-3E-- => 
4 4 

ako je t--2 tadaje 

\6 + 4 = -9A-3B-- + 27D-27E + — = 
4 4 

ako je £ = 3 tadaje 

81 + 9 = 256.4 -1285 + 16 -128Z) -32E-2 



27A-27B-9D-3E = 



27 



-9A-3B + 27D-27E = 



27 



256.4 - 1285 - 128£> - 32E = 76 



iz dobijeni je dnacina sastavljamo sistem 
A+B+D+E=-- 



27A-27B-9D-3E = 



27 



9A-3B + 27D-27E = 



27 



256.4 - 1285 - USD - 32E = 76 



1 3 1 

koii za resenie ima broieve: A = D = —,B = E = — ,C — F — — . Rastavimo sada 

8 8 4 

racionalnu funkciju na zbir parcijalnih sabiraka: 



t 4 +t 2 1 3 1 1 3 1 

+ - 



{\-tf{\ + tf 8(1-0 8(1 -tf 4(1 - 3 8( 1 + 8(1 + tf 4(1 + 



a integral je: 



t A +t 2 



, _ (• i +i , _ r dt r 3dt r dt r dt r 3dt r dt 

~ J (i-0 3 (i+o 3 t ~*W^)~*W^ + *W^ + *W^)~*W^ + *^+tf 



r = Ii _ l2+l3+l4 _ l5+l6 



gdeje 



1 f dt 1 . ,, | 
I, =- = — lnl-f+c. 



_ 3 r dt 
2 ~* ] ~^tf 

I r dt 

3 "4J(T^f 



1- 


t 


= z 


dt 


= 


-dz 


1- 


t 


= z 


dt 


= 


-dz 



3 r dz 3 z" 



8-1 z 2 8-l +C2 Sz +Cl 8(1-0 



1 r <f z 1 z 



-\^r = 



4 J z 3 4-2 8z 



7 + c 3 = 



8(1-0 



+ c. 



2 +C 3 
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1 f dt 1 



if at . , i, , 

[ 4 = - = -In 1 + t\ + c, 

8 J l + f " ' ' 



8 



dt 



j r ai 
8 -1(177) 



\ + t = z 
dt = dz 



3 r dz 3 z ' 3 3 

8 J z 2 8-1 8z 8(l + r) 



+ c. 



I r dt 



4 J (l + 3 



\ + t = z 
dt = dz 



J_fdz_ 1_ z2_ J_ 1 

-4Jz T "4'^2 +C6 " 8z T + C6 " 8(T+7f + C6 



saberimo sada dobijene integrale: 



I' = — lnll-d + c, 



■c 2 + ■ 



1 



1 



1 



, ^ ,,- + c 3 +-lnl + f +c 4 +-7 \~c s ~ , 

8(1-0 8(1-0 8 ' ' 8(1 + 8(1 + 



2+ C 6 



r = Im 



l+r 



1-f 



1 1 



1 + f l-r 



(1-O 2 (1+O 2 



+ c 



r.Ih 

8 



1+f 



l-r 



3 i-t-i-t 1 (i+0 2 -(i-0 2 

+ z + — ± f \, ' +C 

8 \-t 2 8 [i-e) 2 



8 



1 + f 



l-r 



3 -2? 1 i+2f+r-i+2f-r 

+ r + 7 v; + C 

8 l-r 2 8 



(i-' ; ) 2 



1 = 41' 



i=li„ 

2 



1 + f 



1-f 



■3 — *— + 2-— -^— + c 



1-f^ 



(1-r) 2 



vratimo se na pocetnu promenljivu x : 



i-Ih, 

2 



1 + . 



x-1 



x + 1 



1 



x-1 



X + 1 



x-1 



-3- * X + \ +2-- 
„ x-1 



JC-1 

x + 1 



JC + 1 






- + c 



x + 1 



i sredimo dobijeni izraz. Tada dobijamo resenje pocetnog integrala: 



I = -ln 

2 



x + 



Vx^l 



3a/x 2 -1 (x + lWx 2 -l 

h- \~C 
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I-Iln 

2 



I = -ln 

2 



x + 



x + 



4x^\ 



Vi 2 -1 / , _\ 
+ (jc + 1-3) + c 



4x^\ 



(x-2)Vx 2 -l 



+ c. 



ZADACI ZA VEZBU: 



/#6. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



3 



dx 



c dx 
187. Zadatak: Resiti neodredeni integral — = = 

J V x + \jx 



188. Zadatak: Resiti neodredeni inte 



VJc-1 



gral [-== — 



dx 



189. Zadatak: Resiti neodredeni integral f — , dx 

J (x+i) 2 -V^+T 



190. Zadatak: Resiti neodredeni integral J 



xdx 



\lax + b 



Iracionalne integrate tipa \x m \a + bx") dx , gde su m,n,p racionalni (razlomljeni) 
brojevi, zovemo binomnim integralima, i mozemo ih resavati u sledeca tri slucaja: 



1. za p e Z integral se svodi naprethodni tip 

m + 1 

2. za e Z treba primeniti smenu a + bx" = f , gdeje s imenilac razlomka p 

n 

wi + 1 

3. za h p g Z primenjujemo smenu ax " +b = t s , gdeje s imenilac razlomka p . 
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VT 



155. Primer: Resiti neorecteni integral f = — dx 

yjx 

Resenje: j = — dx = \ : 

J y/X J 



r -]- .111 

1 + x 4 3 dx , znaci m = — , n — — , p = — 

2 4 3 



Proverimo sada koji od tri uslova zadovoljavaju ovi brojevi: 

1 . p =— <£ Z , prvi uslov se ne moze primeniti 

1 -- + 1 - 
m + 1 2^^1-1 v 

2. = — — — = Y = 2eZ, drugi uslov se moze primeniti: 

n 1 1 

4 4 



■Vl + V^ 



<ix 



1 + x 4 = ? 3 

x = (^-l) 4 

Jx = 12^ 3 -l)V^ 



= f^^l2(f 3 -l)V# = 12ff 3 (f 3 -lW 
J (r 3 -l) J 



I 



J J 7 4 



12 



; 3 -3 



+ c 



vratimo se na pocetnu promenljivu jc : 

* 4/ 12 



12 + 12Vx"-21 



i = [ 3 VT7vr) — (i+V^)-3 + c = (i+ 4 V^) 3 Vi^W^^ 

l = (l + ifx~)\|l + ifx~ U4 ^~ 9 +c = ^l + ^)(4i!x~-3)^l + 4 ^fx~+ l 



+ c 



156. Primer: Resiti neorecteni integral j 



dx 



Resenje: \ 



dx 



( 2 + * 3 ) 3 

. .5 

\x~ 2 {2 + x 3 )^dx , znaci m = -2,n = 3,p 



x 2 (2 + x'} 
Proverimo sada koji je od tri uslova zadovoljen za ove brojeve: 

1 . p - — £ Z , prvi slucaj se ne moze primeniti, 

m + \ -2 + 1 1 ^ . , . , v . 

2. = = — g Z , ni drugi slucaj ne mozemo primeniti, 

n 3 3 

„ /w + 1 15 6 . _ ,.,„.. , ,. 
3. h p = = — = -2 e Z , treci slucaj je zadovoljen: 

n 3 3 3 
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■-J- 



dx 



ii+x'} 



2x~ 3 +l = t 3 



x = l 



t 



2 n: 



d* = — n — TiK — dt 

(t 3 -i) h 3 -i 



-l 



r^ith dt 



2 VL 2 > 
2 + - 



; 3 -l 



v ^ 3 -ly 



■-f- 



^ 2 ^ 2 ^ 2 

t eft — aft — dt 1 3 1 



^-1 



V-l 



/ 2f 3 ^ 



-f- 



^-1 



\f2\l¥t 5 J ^ 



-J 



f'-l 



:\— dt 



tfrritft^f (< 3 - l J 



1 = — l--r * = — \dt + -\ — = — 1 + + c = 

4 J l t' 4 J 4 J t' 4 4 -2 



i__L 
4 St 2 



■ + c 



vratimo se na pocetnu promenljivu x , tada je: 

1 [2 " 1 



4 i. -3 



■ + c = 



1 V2 



+ x 



X 



8-3 



I T +1 , 

yx j 



4 x 



8-# + x 3 ) 2 



+ C 



2(2 + x 3 )+x 3 4 + 3x 3 
1 = i — ; +c = +. 

8x-V(2 + x 3 ) 2 8x-V(2 + x 3 ) 2 



ZADACI ZA VEZBU: 



191. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



192. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



193. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



194. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



195. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



3 

x 3 (l + 2x 2 )~^x 



dx 



fl 



+ x 



dx 



x 4 -Vl + x 2 



dx 



:-tf 



x-vl + x 



dx 



■fc 



3 3/1 , 4/ 3 

x -Vl + Vx 
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Iracionalne integrate tipa J . " dx, gde je P n (x)polinom n-tog reda, 

V ax 2 +bx + c 



formulom: \ " dx = Q n _ x (x) 4 ax 1 + bx + c + X J - 



dx 
resavanto formulom: | " ' dx = (J n _ x (x) Vox" +bx + c + A\ . 

yjax 2 +bx + c sax 1 +bx + c 

Koeficijente polinoma Q n _ i (x) i broj A mozemo odrediti ako diferenciramo datu jednakost 
i izjednacimo odgovarajuce koeficijente ispred odgovarajucih stepena nepoznate x. 



Primer: Resiti neodredeni integral j x 2 Vx 2 + 4 dx . 

Resenje: Podintegralnu funkciju treba dovesti na oblik koji je dat u opstem obliku ovog tipa 
iracionalnog integrala: 

1= \x 2 Vx 2 + 4dx = fx 2 Vx 2 +4- . -dx= f — } ' dx = f . dx 

J J Vx 2 +4 J Vx 2 +4 J Vx 2 +4 

I=[ P " {X) ax = g 3 (x)Vx 2 +4 + lf l dx 

J Vx 2 +4 J Vx 2 +4 

I = dx =(ax 3 +bx 2 + ex + d)\ x 2 +4 + A\ — , 

1 4x T 74 ' J V^T4 

diferencirajmo sada gornju jednacinu po nepoznazoj x , tada je: 

, = [3ax 2 + 2bx + cVx 2 +4 + (ax 3 + bx 2 +cx + d) — . + A , 

Vx 2 +4 ' 2a/x 2 +4 Vx 2 +4 

pomnozimo datu jednacinu sa Vx 2 + 4 : 

x 4 + 4x 2 = (3ax 2 + 2bx + c)[x 2 + 4j+ x(ax 3 + bx 2 +cx + d)+ X 

x 4 + 4x 2 = 3ax 4 + 12ax 2 + 26x 3 + Sbx + ex 2 +4c + ax 4 + bx 7, + ex 2 + dx + X 

x 4 + 4x 2 = 4ax 4 + 36x 3 + (l2a + 2c)x 2 + (Sb + d)x + 4c + A 

izjednacavanjem odgorajucih koeficijenata dobijamo sledeci sistemjednacina: 
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Neodredeni integral i 



4a = 1 


^> 


a = — 
4 


36 = 


^> 


6 = 


12a + 2c = 4 


^> 


1 

c = — 
2 


Sb + d = 


^> 


d = 


4c + A = 


^> 


A = -2 



vratimo se u integral: 



4 ' - 2 r \ , 1 "1 r^~. .r <fc 



l = {4^ox 



Vx 2 +4 



-x +— X 
4 2 



Vx 2 +4-2J- 



Vx 2 +4 



W 



x 4 +x 2 _, x' 1 ^ 

ax = 



Vx 2 +4 ' 2 



-x 2 +l 



v^ y 



4^4-^j- 



dx 



+ 1 



— = * 

2 
dx = 2dt 



4 2 

f X +X , X 

1=1 ax 



(x 2 +2 



Vx 2 +4 4 

(x 2 +2 



4 2 

f X +X , X 

1=1 ax 



Vx 2 +4 



4 2 

f X +X , X 

1=1 ax 



(x 2 +2 



Vx 2 +4 



4 2 

f X +X , X 

1=1 ax 



(x 2 +2 



Vx 2 +4 



4 2 

f X +X , X 

1=1 dx 



(x 2 +2 



Vx^-J- 



2a7 



V77T 



Vx 2 + 4-21iU + V^ 2 +1 



+ c 



Vx 2 +4-21n 



Vx 2 +4-21n 



x x 
- + J — + 1 
2 V 4 



x + V* 2 + 4 



+ c 



+ c 



Vx 2 +4 



Vx 2 +4-21nxWx 2 +4 



+ 21n2 + c 



4 ' - 2 x 3 +2x 



I = J , rOX 



Vx 2 +4 



Vx 2 +4-21n(x + Vx 2 +4J+. 



102 



Neodredeni integrali 



Matematicka analiza 



ZADACI ZA VEZBU: 



196. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral J 



Jv LiiJvJv 



y/x 2 -X + l 



197. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral J 



x dx 



■K 



198. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral J 



x dx 



vr 



+ x 



199. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral \x-\Jx 2 +9 dx 



200. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral \x 2 Vx 2 -\dx 



Iracionalne integrate tipa J 
dovesti na integrate prethodnog oblika. 



dx 



smenom 



{x — ay 4 ax 2 +bx + c x a 



t mozemo 



158. Primer: Resiti neodredeni integral j 



dx 



4x Y ^\ 



Resenje: Ako primenimo smenu predlozenu za ovaj tip integrala, dobicemo: 

1 



I 



-h 



dx 



4x T ^\ 



= t 



i 



x = - 

t 

dx = — -dt 
t 2 



r t 2 f dt r t 4 . 

J i rr~ J i w~^ J vr7 



t 5 \t 2 



; 3 AI t 2 



slicno prethodnom zadatku: 



dt 



f dt = (at 3 +bt 2 +ct + d)jl-t 2 +X\- 



diferencirajmo sada ovu jednacinu: 
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vr: 



4 

= {iat 2 + 2bt + c)-\Jl-t 2 + (at 3 + bt 2 +ct + d) 



2a/I 



It X 

+ 



t 2 VT7 



pomnozimo jednacinu sa yjl-t 2 : 

t 4 =(3at 2 +2bt + c)(l-t 2 )-t(at 3 +bt 2 + ct + d)+A 

t = 3at + Ibt + c - 3at - 2bt —ct —at —bt —ct —dt + X 

t 4 = -4at 4 - 3bt 3 + (3a - 2c)t 2 +(2b-d)t + c + A 

ako izjednacimo odgovarajuce koeficijente, dobicemo sledeci sistem jednacina: 

1 



-4a = l 
-3b = 

3a - 2c = 
2b-d = 
c + A = 



a = 



b = 



d = 



X = 



vratimo se u integral: 



H 



vr 



:dt = 



-f 1 



^ + -J 



3 f dt 



8 J VT 



4 

\^^dt = —(2t 2 +3)4^t 2 +■ 



-arcsnU + c 



tada je originalni integral: 

t 4 dt 



I 



-\ 



VT 



•r 



2t 3 +3t r: 2 3 

VI -t — arcsnU + c 

8 8 



vratimo se na pocetnu promenljivu: 






dx 



dx 



2 3 

— + - 

yx x ) 



1 3 



1 



1 arcsin— + c 

I x 2 8 



V^T 8x 



2 + 3x 2 x 2 -l 3 .1 

. — ; arcsin — + c 

V x 2 8 x 



dx 



2 + 3x 



Vx^T 8x 



>x r- 2 r 
— Vx -1 



3 . 1 

— arcsin — + c. 
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ZADACI ZA VEZBU: 



201. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral 



202. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral 



203. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral 



204. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral 



205. Zadatak: Resiti neodredeni intgeral 



dx 



(x + l) yjx 2 +2x 



X +X + 1 


dx 


xVx 2 - x + \ 




dx 




x 4 Vl + x 2 




dx 




(x + l)Vx 2 +x + l 


dx 





(x-ljJx^Vl ' 



Iracionalne integrate tipa \R\x,ylax 2 +bx + c Jdx mozemo resavati i pomocu 

trigonometrijskih Hi hiperbolicnih smena, ako potkorenu velicinu ax 2 +bx + c napisemo u 
obliku razlike Hi zbira kvadrata. Tada se dati integral moze svesti na jedan od sledeca tri 
oblika, koje resavamo sa datim smenama: 

1) \ R\x, sja 2 -x 2 Jdx smena x = a sin t Hi: x = a th t 

2) J R\x, -yja 2 +x 2 Jdx smena: x = a tg t Hi: x = a sh t 

3) \ R\x, v x 2 -a 2 Jdx smena: x = a sec t Hi: x = a ch t 



159. Primer: Resiti neodredeni integral [ 



dx 



(x + 1) 2 4x 2 +2x + 2 



Resenje: x 2 +2x + 2 = {x + \) +1, dobili smo znaci drugi oblik, primenimo zato smenu 
x = a tg t : 



-I 



dx 



h 



dx 



(x + l) 2 Vx 2 +2x + 2 J (x + l) 2 V(x + l) 2 +l 



x + l = tgt 



COS t 



I 



dt 



tg 2 tcos 2 t-yJtg 2 t + l 
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Neodredeni integral i 



COSt 



r COS l , 0111 1 - z r az z 

= T^ = r , = -T = 

J sin t costdt = dz J z -1 



dz z" 



-1 -1 -1 

■ + C = VC = VC = 7 7 rr 

z sin £ sin(arctg (x + 1)) 



+ c = 



-1 



tg(arctg(x + 1)) 
■y/tg 2 (arctg(x + l)) + l 



• + c = 



V* 2 + 2x + 2 



x + 1 



+ c 



160. Primer: Resiti neodredeni integral K r— = 

J (x 2 -l)V^ 



Resenje: Dati integral je prvi oblik od moguca tri oblika, zato je: 



W 



dx 



(x 2 -i)VT 



x = sint 
dx = cos t dt 



-It. 



cos £ dt 



cos £ flfr 



(sin 2 ^-l)Vl" 



sin 



f cos* a* 
^ ■* -cos 2 tcost 



dt i . \ sin(arcsinx) 

— = -tgt + c = -tg(arcsin x) + c = ) (- 

cos t ' cos(arcsinx) 



+ c = 



+ c = - 



Vl-sin 2 (arcsinx) VI 



■ + c 



-x 



ZADACI ZA VEZBU: 



206. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



207. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



208. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



209. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



21 0. Zadatak: Resiti neodredeni integral 



f x 


dx 


Vx 


2 +2 




dx 


v 


-l)Vx 2 -3x + 2 




dx 


j d + 


x 2 jVl-x 2 




dx 


j (i- 


x 2 JVl + x 2 


JV2 


+ x dx . 
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Iracionalne integrate tipa \R\x;^ax 2 + bx + c)dx mozemo resavati i sa Ojl 



erovim 



smenama: 



1) ako kavdratni trinom ax +bx + c nema realne korene, 



a) i a>0 => yjax 2 +bx + c = x4a + t 



b) i c>0 =^> -yjax 2 +bx + c =xt + yfc 
2) ako je ax 2 + bx + c = a (x - x x )(x - x 2 ), gde su x x , x 2 realni koreni kvadratnog trinoma, 
tadaje: 

a (x — x l ) = {x — x 2 )t 2 . 



161. Primer: Ojlerovim smenama resiti iracionalni intgeral j V2 + x 2 <fx . 

Megoldas: Potkorena kvadratna velicina x 2 + 2 nema realne korene i a = 1 > , zato 
primenjujemo smenu 1) a) : 

Jl + x 2 = x + t I 2 
2 + x 2 =x 2 +2xt + t 2 
2xt = 2-t 2 

2-t 2 



dx = 



2t 



t 2 +2 



2t 



dt 



2 '^ 2 +2^_ [2-t 2 +2t 2 t 2 +2 A _ r(f 2 +2) 2 



r 2-r ir+2, r 



2t 2t 2 



dt = -\"L^-dt = -\ 

J At* J 



At 



t 4 +4t 2 +4 
47 



dt = 



1 ff 4 4 V 1 

— \\t + - + — dt = — 

4 J ^ t e) 4 



v , , t 

- + 4M+4- 
v 2 " - 



-2 A 



= — U2 + x 2 -x) — ln>/2 



+ x -x 



2V2 



+ c = Ink + — - + c 

8 " 2? 2 



+ c = 



+ x -X 



kvadrirajmo izraze u zagradama, tadaje: 

1 ' 



l + x 2 -xa/2 + x 2 



41 + x 2 -xV2 + x 2 



-In 



V2" 



+ x -x 



+ c . 
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162. Primer: Ojlerovim smenama resiti iracionalni intgeral ) V3 - 2x - x 2 dx . 

Resenje: Kvadratni trinom pod korenom ima realne korene, pa se moze napisati da je 

- x 2 - 2x + 3 = -(x + 3)(x - 1) , primenjujemo znaci smenu pod 2) : 
-(x + 3) = (x-l)t 2 A(x-l) 
-{x + 3){x-l)={x-lft 2 

3-2x-x 2 =(x-\ft 2 
a iz druge jednacine sledi: 



x + 3 = t 



xt 



x + xt =t - 3 



t 2 -3 



l + t 



dx = 



Stdt 



Tada se dati integral formira na sledeci nacin: 



t 2 -3 



Stdt ft -3-1-r Stdt „„r tdt 

t — = I ; 1- — = -32j - 






(i + ^r v< 2 ) 5 



u =t 



du = dt v - j 



av = 


tdt 

-l 




(l+f 


2 ) 3 4(l + r 


") 2 



-32 



' ! f 



^ 



4 (l + ^) 2 4J(i + ^) 2 



8? 



8j 



o7 * 



(l + ; 2 ) 2 J (l + ^ 2 ) 2 t 



dv ■ 



tdt 



du = 



ar r fa? 



^ 



8? [ -1 _j_r rff j_ St 4 r A 

f^" 8 t 2 7(iT7 2 l"2"J7 2 liT7 2 lJ = ^77 + H^ + J ^^) 
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poslednji integral je integral racionalne funkcije, resavamo ga rastavljanjem na parcijalne 

sabirke: 

St 4 . r dt . r dt St 4 . r 1 . 
= t vr + -i n + 4 ~T " 4 r = 7 ^r + ~l n + 4 4arctg* 1 + c = 

(i+^ 2 ) 2 *(i+* 2 ) } * ]l+t (i+t 2 ) 2 W+n - 1 

St 4 4, 

= 7 \T + "7 n 4arctg^ + c = 

(l + ^) 2 t (\ + t 2 ) t 



s lx+3 



1-x 4 \ x+ 3 



' x + 3^ 

1 + 

1-x 



+ + 4arctg J- + c 



f v_L^ 



1 + 



x + 3 
1-x 



x+3 x+3 Vl-x 

1-x Vl-x 



sredivanjem ovog izraza dobijamo konacno resenje, a to je: 



= (l-xrj7T3_^ 



fx + 3 



/3-2x-x 2 -4arctgJ " ' " +c 
2 Vl-x Vl-x 



ZADACI ZA VEZBU: 



211. Primer: Ojlerovim smenama resiti neodredeni integral [ Vx 2 + 5x + 6 dx 



212. Primer: Ojlerovim smenama resiti neodredeni integral ) V4x 2 + 6x + 1 dx 

213. Primer: Ojlerovim smenama resiti neodredeni integral \yjx 2 -5x + 6dx . 

214. Primer: Ojlerovim smenama resiti neodredeni integral )v4x 2 +ldx . 

215. Primer: Ojlerovim smenama resiti neodredeni integral jvx 2 -2x + 2<ix . 
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5.5. Integrali trigonometrijskih funkcija 



Neodredene trigonometrijske integrate oblika ji?(sinx,cosx) dx smenama: 



x 

*2=' 

It \-t 2 2dt 

sin x = cos x = dx = 



\ + t 2 ' \ + t 2 ' \ + t 2 

svodimo na integrate racionalnih funkcija. Akoje R{- sin x- cos x) = i?(sin x, cos x) tada 
umesto datih, mozemo primeniti i sledece smene: 

tgx = t 

t 1 , dt 

sin x = —, cosf = — dx 



i\ 



+t- 



Vf 



+ t 



- \ + t 2 



dx 



c ax 
163. Primer: Resiti trigonometrijski integral 

J l + sinx + 



cosx 



Resenje: Primenimo date smene. Tada je: 



2dt 
l= r dx r \ + t 2 r dt 

J 1 + sinx + cosx J 2? I-? 2 ■* 1 + f 

1 + ^ + r- 



= lnl + d + c = In 



1 + tg- 



+ c 



dx 



r dx 
164. Primer: Resiti trigonometrijski integral 

J cosx + 2sinx + 



Resenje: Primenimo smenu tg — — t . Tadaje: 



2 
1 + ; 2 



J l-^ 2 4? „ J l-^ 2 +4^ + 3 + 3^ 2 J 2U 2 +2^ + 2 
+ + 3 v ; 

\ + t 2 1 + ^ 2 1 + t 2 



r dt ( ,\ ( X . 

= J? — ^~ - = arctg(/ + l) + c = arctg tg — + 1 

J [t + 1 ) + 1 V 2 



+ c 
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165. Primer: Resiti trigonometrij ski integral | — 

J 3 + 



dx 



5cosx 



Resenje: Primenimo trigonometrij ske smene: 

2dt 



C dx _(■ \ + t 2 _~f dt _ r dt _r dt 
"J 3 + 5cosx~-' \-t 2 ~ J S-2t 2 "J 4-t 2 "J (2-f)(2 + 



3 + 5 



l + r 



posle rastavljanja na parcijalne sabirke 



1 r dt 1 r dt 1 , i~ i I,.- i 

= - + - = -ln\2 + t\--ln\2-t\ 

4*2 + t 4 ] 2-t 4 ' ' 4 ' ' 



1, 

+ c = — In 

4 



2 + ? 



2-? 



+ c = — In 



2 + ^g- 



x 
2-< S - 



+ c. 



166. Primer: Resiti trigonometrij ski integral | — 

J 1 + 



dx 



sin x 



Resenje: U ovom slucaju vazi da je 



l + (-sinx) 2 l + sin 2 x 



, pa mozemo da primenimo 



drugu smenu. Tada je: 



dt 



= r dx c \ + t 2 r ^ f 

•"l + sin 2 * J ? 2 M + 2^ 2 J 

1 + ;r 



^ 



l + t 2 



l + (ty[2~) 2 



Hi =z 

, dz 
dt = — ;= 

V2 



1 (■ Jz arctgz 

"7T 



It 



+ c = 



2 J 1 + z' 



arctgz V2~ 1 / nr \ 
P= he = — ^arctgU/2 tgx l+c. 

V2 V2 



,,_ „ . „ v ... . . , .. , . . „ , r sinx-cosx , 
167. Primer: Resiti trigonometrij ski integral dx . 

J sinx + 2cosx 



Resenje: I u ovom slucaju mozemo primeniti smenu tgx = t : 



tgx-l 



t-\ dt 



t-\ 



r sin x - COS X _ r TgX -1 (• I — 1 ar _ r f - 1 

J sinx + 2cosx J *gx + 2 J £ + 2 1 + ? 2 ' (t + 2\t 2 +l) 



^ 



Rastavimo podintegralnu funkciju na parcijalne sabirke: 



ill 



Neodredeni intgerali Matematicka analiza 

t-\ _^_ Bt + C _At 2 +A + Bt 2 +Ct + 2Bt + 2C 
(t + 2\l + t 2 )~ t + 2 t 2 +1 " {t + 2)(l + t 2 ) 

Odavde je: t - 1 = A(t 2 + 1)+ (Bt + C\t + 2) 

A + B = 

2B + C = \ 

A + 2C = -\ 

3 
Ako je t - -2 tada iz prve jednacine dobijamo da je A - — , 

3 1 

a iz sistema jednacina dalje racunamo B = — , C = — . 



Integraljenje nastavljamo na sledeci nacin: 

3 r dt 1 e3t — l . 3,i .I 3 f 2tdt \ r dt 
1 = — + - \-, dt = — ln\t + 2\ + —\- 



ako u drugom sabirku uvedemo smenu t 2 + 1 = z , tada je 2tdt = dz i tako je: 



1 = — Ink + 2 +■ 



ln(^ 2 + 1) — arctg? + c = — ln|tgjc + 2| + — ln(tg 2 x + 1) — arctg(tgx) + c 



10 v ' 5 5 ' 10 



I = — lnltex + 2| + — ln(tg 2 x + l) — x + c . 

5 ' ' 10 V ' 5 
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ZADACI ZA VEZBU: 



216. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral | — 

J 3 + 



dx 



5cosx 



217. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral [ 

J sinx + 



dx 
cosx 



C COS X 

218. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral dx 

J 1 + cosx 



m sin X 

219. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral dx . 

J 1-sinx 

c dx 

220. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral 

J 8 - 4 sin x + 1 



r sill x 
221. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral 

J 1 + sin x + 





dx 


8 


-4sinx + 7cosx 




sinx 


1 


-l-sinx + cosx 



1 + tgx 



222. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral [ —dx 

J 1 - tgx 



r (Jo* 
223. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral 

J 3 sin x + 



dx 
5 cos 2 x 



sin2x 



c sin .Z.JL 

224. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral — dx 

J 1 + sin x 



r COS x 
225. Zadatak: Resiti trigonometrij ski integral — dx 

J sin x-6sinx + 5 
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5.6. Integral cksponcncijalnc funkcije 



Integral eksponencijalne funkcije tipa \R(e x )dx, smenom: 



e=t 



e x dx = dt 

, dt dt 
dx = — = — 

e x t 

svodimo na integral racionalne funkcije. 



arctg<r 



168. Primer: Resiti eksponencijalni integral F— dx 



e 2 (l + e x ) 



Resenje: 



Nekaje: e 2 -t , 



Tadaje: — = lnt 



x = 2\nt 



dx = —dt 
t 



ovim smenama dati integral se svodi na integral: 



r arctg? dt _ r arctg? 

I_2 J^)'7" 2 J?^) 



dt 



Ovaj integral resavamo rastavljanjem na parcijalne sabirke: 

dt 



u = arctg? 



du 



i + r 



dv = 



dt r dt fl + r-r , f 2 , r dt 1 



Tadaje: 



1 = 2 



1 2 C dt r arctg? , 

-arctg? - arctg t + -, -^ + -dt 

t J ?(l + ? 2 ) J \ + t 2 



1 2 

-arctg? - arctg ? + Ij + 1 2 
V ^ J 
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gdeje 



r dt r\ + t -t , r dt r tdt . < < 1 , L 2 \ 
I x = -7 n= — r — y^ dt = — r = lntf— ln(l + r J 

} t(\ + t 2 ) J t(\ + t 2 ) J t h + t 2 " 2 V 7 



r arctg? , 
I 2 = ^-<fc 

J 1 + ? 2 



arctg? = z 

J? , 
dz 



1 + t 2 



■ j z 2 1 
zaz = — = — arctg ? 

2 2 



Na kraju: 



1 = 2 - -arctg? - arctg 2 ? + ln|?| - -ln(l + 1 2 )+ -arctg 2 ? 

V ? '" '"2 2 '" , 



+ c 



2arctg? „ , „, i i , l i\ , 

I = — 2arctg t + 2 ln|?| - ln(l + t )+ arctg ? + c 



2arctge" 



-arctg 2 e 2 +ln he . 



3x x 

169. Primer: Resiti eksponencijalni integral — dx . 

J e x + 1 



Resenje: Smenaje sada: e x -t 

x = In? 



dx = 



dt 
t 



Dati integral posle uvodenja ovih smena bice: 

t 3 -t dt ft 2 -1 , r^ 2 + 1-2 



I 



re -e , ft -t dt t\ r-1 , f/ 2 +1-2, r, „ r <i? 

— Jx= = d? = — dt= \dt-2\- = ? 

J e 2v +l J ? 2 +l ? J ? 2 +l J t 2 +\ J J ? 2 +l 



2arctg? + c 



I = e x - 2arctge x + c . 
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ZADACI ZA VEZBU: 



226. Zadatak: Resiti eksponencijalni integral [ dx 



c dx 

227. Zadatak: Resiti eksponencijalni integral - 



(i-') J 



e " 



e 2x 



228. Zadatak: Resiti eksponencijalni integral dx . 

J 1 + e x 



116 



Matematicka analiza 



Odredeni integrali 



6. Odredeni integrali 



Ako je funkcija f {%) integrabilna na zatvorenom intervalu [a,b], i na torn intervalu 
primitivna funkcija joj je funkcija F(x) , tada na osnovu Njuton-Lajbnicove formule odredeni 
integral na intervalu [a,b] moze se izracunati po formuli: 



\ f(x)dx - F(x) 



=F(b)-F(a) 



'70. Primer: Izracunati odredeni integral \x 2 dx 



Megoldas: Prema Njutn-Lajbnicove formule: 



x dx 



2 3 (~ l) 3 _ 8 | 1_9_ 3 

3 3 3 3 3' 



171. Primer: Izracunati odredeni integral [lnxJx 



Resenje: Prema Njutn-Lajbnicove formule: 



In x dx = 



u = In x dv = dx 

, dx 
du = — v = x 

x 



= xlnx 



dx 



\x — = (elne -llnl)- \ dx = e - x 



i i 



= e-(e-l) = l. 



/ 72. Primer: Izracunati odredeni integral [ 



r dx 
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Resenje: Funkcija — u intervalu [- 1,1 ] ima jednu tacku prekida, tacku x = . Zato dati 



integral treba rasraviti na zbir dva integrala: 



f dx r dx r dx , . f dx , . r dx , . [ O 
— - = — - + — - = hm — - + hm — r = hm 



-1 X -\ X +o x 



e->0 



v *y 



^ 1A 



+ lim 

£->0 



v *; 



= Hm 

f->0 



v -«• y 



+ lim 

£->0 



f-l + rl 



lim 

£^0 



1 



1 



1-1 + 

ys ej 



■ oo — 2 = oo . 



173. Primer: Izracunati nesvojstveni integral [ — 

J 1 + 



dx 



Resenje: Ako je granica integrala beskonacna, tada se odredeni integral resava uvodenjem 
granicne vrednosti (lim), na sledeci nacin: 



°r dx ,. r dx ,. 
= lim = lim arctg^ 

J l + x T ^ J \ + x 2 T ^ 



lim(arctgr - arctgO) = lim arctgJ = — 



T— >00 



r->oo 



1 74. Primer: Izracunati odredeni integral \^x + \dx . 

i 

Resenje: Dati integral se moze resiti uvodenje smene, a to znaci da kod odredenog integrala 
paralelno treba da promenimo i granice: 



J v x + 1 dx 



x + \ = t 
dx = 2tdt 



2 2 3 

jt-2tdt = ljt 2 dt = 2 — 



|(8-2V2)=i(4-Vl). 
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ZADACI ZA VEZBU: 



dx 



r ctx 
229. Zadatak: Resiti odredeni integral -= 

o 1 + <x 



1 

230. Zadatak: Resiti odredeni integral Jxcosx dx 



dx 



C &X 

231. Zadatak: Resiti odredeni integral I — = 

o Vx 



c ctx 
232. Zadatak: Resiti odredeni integral — . 

i x 



dx 
232. Zadatak: Resiti odredeni inte 



igral J- 



+ x 2 



234. Zadatak: Resiti odredeni integral J ctgx dx 



_ 
235. Zadatak: Resiti odredeni integral J 



dx 
xlnx 
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6.1. Povrsina ravnih likova 

Ako je funkcija f{x) integrabilna na intervalu [a,b], i na torn intervalu je 
nenegativna: f(x) > (a < x < b) , tada 



\f(x)dx 



predstavlja povrsinu krivolinijskog trapeza kojeg odreduju luk funkcije f(x) nad intervalom 
[a,b\. x-osa i prave x = a i i x = b. Ako je funkcija na posmatranom intervalu [a,b] 
negativna f(x) < , tada je povrsina jednaka vrednosti odredenog integrala uzet sa 
negativnim predznakom. Iz ovoga i iz osobine aditivnosti integrala sledi, da ako je funkcija 
f{x) na nekom intervalu [a,b] i pozitivna i negativna, tada povrsinu dobijamo kao razliku 
integrala dela funkcije koji se nalazi iznad i ispod x -ose. 

Polazeci od povrsine krivolinijskog trapeza, mozemo izracunati povrsine razlicitih 
ravnih likova. 



6.7.7. Povrsina ravnih likova upravouglom kordinatnom sistemu 

Ako je y = f(x)>0 i neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b], tada se povrsina 
krivolinijskog trapeza koji je ogranicen sa datom krivom, sa x-osom i sa pravama x = a i 
x = b, moze se izracunati poformuli: 



y=f[x) 



T = J f(x)dx. 



b x 
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175. Primer: Odrediti povrsinu kojeg zatvaraju parabola y = x 2 i prava y = x + 2 . 

Resenje: Presek prave i parabole su tacke ^(-1,1) i B(2,4), zatoje: 



T = J (x + 2)dx - \x 2 dx = 



X - + 2x-^ 
v 2 3 j 



4 . 8^ 

- + 4-- 

V2 3y 



1 o 1 

— 2 + - 



4.5 



176. Primer: Odrediti povrsinu kojeg zatvaraju parabole y = x 2 i y 2 = x . 

Resenje: Presecne tacke parabole y = x 2 i y = ±4x su tacke ^4(0,0) i 5(1,1) . Povrsinu kojeg 
zatvaraju ove parabole dobicemo ako iz povrsine ispod parabole y = +vi oduzmemo 
povrsinu ispod parabole y = x 2 . Tada je: 



T = \yjxdx— \x 2 dx = 



2x A 



2_1__ 1_ 
3 3~3 



177. Primer: Odrediti povrsinu kojeg zatvaraju kruznica x +y =8 , i parabole 

2 -7 2 

y =lx \ y = x -x . 




Resenje: Presecne tacke kruznice x + y = 8 i parabole y = Ix su: 
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x 2 +7x-8 = 



■7 + V49 + 32 -7 + 9 



x = l 



Presecne tacke kruznice x + y = 8 i parabole y = x - x su: 

x 2 +x 4 -2x 3 +x 2 =8 
x —2x +2x =8 
x = 2 

Trazenu povrsinu treba odrediti iz tri dela: 



T = T 1 -T 2 +T 3 



Tj = [ -\J7xdx = v 7 - 



'.h^-o)-*£ 



i 
T 2 = J(x 2 -xjix 





V_x^ 
3 2 



11 1 

3 2~ 6 



8 . x 



= J V 8 - x 2 dx - \ [x 2 - xpx = — v 8 - x 2 + — arcsin 



V8 



2 f 3 2 A 

X X 



3 2 



2 1 /- 
= 2 + 4arcsin — — V7 -4arcsin— = 

V8 2 V8 



1 f8 , 1 1^ 
2 — + - 
3 3 2 



v- 



^ , 2 1 /^ , - 1 7 3 , ^ V7 , .1 5 
= 2 + 4arcsin — = V7 -4 arcsin — = h — = 2 + 4 4 arcsin — == — 

2V2 2 2V2 3 2 4 2 2V2 6 



Tadaje: 

„ 2V7 1 „ V7 , . 1 5 

T = 1 \-2 + 7T 4 arcsin — 1= — 

3 6 2 2V2 6 

odnosno 
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_ 2V7 V7 4 . 1 

T = 1 1- n - 4 arcsin — == . 

3 2 3 2V2 



178. Primer: Odrediti povrsinu kojeg zatvaraju kriva x = 2-y-y 2 i ordinatna osa (y- 
osa) . 




Resenje: Promenile su se uloge promenljivih i osa x i y, pa trazenu povrsinu mozemo da 
izracunamo kao T = ) f(y)dy . Presecne tacke parabole i y-ose su: 



x = 

-y 2 -y + 2 = 

_l±VT+8 _1±3 

y V2-^2~-~2 

Tada je trazena povrsina: 



1 
\{l-y-y 2 )dy 



2y 



2 3\ 

y y 



V 2 3) 



r 



4-2+* 
V 3y 



4.5 



179. Primer: Odrediti povrsinu kojeg zaklapaju krive y = ^xln 2 x, prave 

x = a (0 < a < l), x = liv = 0. 
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Resenje: Povrsina ispod trazene krive od a do 1: 



fVx In 2 xdx ■ 



« = ln j dv = x 2 dx 

dx 2 - 

du = 2hix — v = —x 2 dx 
x 3 



(2 \ 

— xvx In 2 x 

U ) 



1 4 1 



3 

a a 



V x In xdx 



w = In x <iv = x 2 <ix 

. dx 2 -z 

du = — v = —x 2 

x 3 



f 2 /- 2 "i 4 
ciyla In a 

I 3 



-xvx lnx 



i 2 i ^ 

— j vxdx 

a a J 



2 r , 2 4 

3 3 



— \0- a-yja In a) xvx 

3 V ' 9 



i\ 



"J 



— a*Ja In 2 a + — a-yja In a -\ (l-aVa )- 

3 9 27 V ' 



8 



16 16 



— a-4a In 2 a + — ava lna H ava = — as a lna 

3 9 27 27 3 



f ^^ 

lna-- 



H (l-ava ) ■ 

27 V ; 



ZADACI ZA VEZBU: 



236. Zadatak: Odrediti povrsinu kojeg zatvaraju parabola y = 4x - x 2 i apscisna osa. 



237. Zadatak: Odrediti povrsinu kojeg zatvaraju kriva y = lnx , prava x = e i osa x. 



255. Zadatak: Odrediti povrsinu kojeg zaklapaju kriva y = x i prave y = 1 i x = 8 . 
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2 
X . 



239. Zadatak: Odrediti povrsinu kojeg zaklapaju parabole j> = — i y = 4 — x 2 



240. Zadatak: Odrediti merne brojeve onih povrsina, na koje parabola y 2 =2x deli 

kruznicu x 2 + y 2 =8 . 



6.7.2. Povrsina ravnih likova upolarnom kordinatnom sistemu 



P=p(<p) 




Neka je data kriva p = p((p) u polarnom kordinatnom sistemu, gde je 
a < <p < (5 , \j3 -a\<2n , i p = pyp) je neprekidna kriva. Povrsinu krivolinijskog trough 
OAB kojge zaokruzuju krive p = p{<p) i poluprave <p = a i <p = ft mozemo da izracunamo 
sledecom formulom: 

1 r 
T = -\p 2 ((p)d<p 
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180. Primer: Odrediti povrsinu kojeg zatvara kadioid p = a{\ + cos <p) , a > 




Resenje: Jednacina kardioide je data sa polarnim kordinatama, zato koristimo gornju formulu 
za izracunavanje povrsine koju ona zatvara: 



2Tj = 2 — ja(l + cos cp) 2 dcp = a 2 j(l + 2 cos cp + cos 2 cppcp 



fl + cos2<^ 



,f , , ,r , 2I" 1 + COSZC7 , 

a \d(p + 2a I cos cpdcp + a I a<p 



a 2 <p 



+ 2a 2 sirup 



7i 2 x 2 

a a 



.... 2 a 5 2 

H #> H sinzp =a k H n = —a n 



2 4 



2 2 



/W. Primer: Odrediti povrsinu kojeg zatvara Bernulijeva lemniskata, ako je njena 
jednacina: p 1 = a 2 coslip 
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Resenje: Zbog simetricnosti krive dovoljno je racunati cetvrtinu trazene povrsine: 



/ 

1 f j 2 1 

T = 4- — \a coslcpdcp = 2a —sin 2^) 



/ 



= a 



\ 



sin 

2 



= a 



J 



182. Primer: Odrediti povrsinu kojeg zatvara trolisnata ruza p = a sin 3^ , a g R . 




Resenje: Zbog simetricnosti ovih listova, i zbog sin 3<p = => (p x = , <p 2 



K 



trazena 



povrsina se moze racunati kao: 



1} 2 . 2 3a 2 fl-cos6^ 
T = 3-— la sin 3<pd<p = I — d<p = 



3a 



-<P 



3 3a 1 . , 

sino«) 

4 6 



3a 2 (k ^ ~ 2 



v-5 y 



— (sin 2^"- sin 0) 

8 y 4 8 



2 2 2 

a ;r a _ a ^ 



ZADACI ZA VEZBU: 



24/. Zadatak: Odrediti povrsinu kojeg zatvara jedan list krive p = a cos 2q> 



242. Zadatak: Odrediti povrsinu kojeg zatvara kriva p =a sin Acp 
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243. Zadatak: Odrediti povrsinu kojeg zatvara kriva p = asin3<p . 

244. Zadatak:: Odrediti povrsinu kojeg zatvara kriva p = 2 + cos<p . 

245. Zadatak: Odrediti povrsinu kojeg zatvara elipsa p = , < s < 1 . 



128 



Zbirka zadataka za vezbe 



Matematicka analiza 



LITERA TURA 



1. M.P.Uscumlic, P.M.Milicic: 



2. Demidovic: 



3. Svetozar Kurepa: 



4. Grupa autora: 



5. Jozef Detki, Franja Ferenci: 



Zbirka zadataka iz vise matematike I. 
Naucna Knjiga, Beograd, 1980. 

Zadaci i reseni primeri iz matematicke analize 

za fakultete 

Tehnicka Knjiga, Beograd, 1977. 

Matematicka analiza I. 
Tehnicka Knjiga, Zagreb, 1977. 

Matematika za vise tehnicke skole 
Savremena Administracija, Beograd, 1990. 

Matematika I 

Univerzitet u Novom Sadu, Subotica, 1983. 



6. Szerenyi Tibor: 



7. B.P.Gyemidovics: 



8. Stefan Banach: 



9. Novkovic,Rodic,Kovacevic: 



Analizis 

Tankonyvkiado, Budapest, 1972. 

Matematikai analizis, feladatgyujtemeny 
Tankonyvkiado, Budapest, 1974. 

Differencial es integralszamitas 
Tankonyvkiado, Budapest, 1975. 

Zbirka resenih zadataka iz matematicke analize I 

Univerzitet u Novom Sadu 

Fakultet tehnickih nauka, Novi Sad, 1998. 



10. MonostoryI.,Szeredai E.: 



Matematika peldatar,VIII. kotet, 
Differencialegyenletek 
Budapesti Miiszaki egyetem 
Muegyetemi Kiad6,1998. 



